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矢量分析

矢量分析是研究电磁场与微波技术的主要数学工具之一，掌握本
章的知识将为今后系统学习其他章节的内容奠定必要的基础。

主要内容：

1. 矢量的表示及其代数运算；
2. 标量场的梯度；
3. 矢量场的通量、散度和散度定理；
4. 矢量场的环量、旋度和斯托克斯定理；
5. 标量场、矢量场的重要性质与定理；
6. 正交曲线坐标系
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矢量的表示及其代数运算
矢量的表示及距离矢量

1) 矢量的表示
习惯上用黑体符号或在符号上加单向箭头 → 表示矢量，如矢量

A 可表示为 A 或 A⃗。大小（又称为模值）为 1 的矢量称为单位矢量，
它没有量纲。矢量的单位矢量用 a⃗A 表示, 即 A⃗ = a⃗AA。在直角坐标系
中，矢量 A⃗ 可表示为

A⃗ = a⃗xAx + a⃗yAy + a⃗zAz

该矢量的模为

|A⃗| = A =
√
A2
x +A2

y +A2
z

矢量 A⃗ 的单位矢量 a⃗A 为

a⃗A = A⃗

|A⃗|
= a⃗x

Ax
A

+ a⃗y
Ay
A

+ a⃗z
Az
A

= a⃗x cosα+ a⃗y cosβ + a⃗z cos γ
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矢量的表示及其代数运算
位置矢量（矢径）与距离矢量

在直角坐标系中，从坐标原点出发向空间任一点 p(x, y, z) 引出的有向
线段称为该点的位置矢量或矢径，用 r⃗ 表示，如 Figure 1所示。距离矢
量 R⃗ 的表示式为

R⃗ = r⃗ − r⃗′ = a⃗x(x− x′) + a⃗y(y − y′) + a⃗z(z − z′)

x

y

z

r

r’

R

Figure 1: 直角坐标系中的位置矢量。
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矢量的表示及其代数运算
位置矢量（矢径）与距离矢量

矢量 R⃗ 的模 R 为

R = |R⃗| = |r⃗ − r⃗′| =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2

而它的单位矢量为

a⃗R = R⃗

R
= a⃗x

(x− x′)
R

+ a⃗y
(y − y′)
R

+ a⃗z
(z − z′)
R
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矢量的表示及其代数运算
矢量的代数运算

1. 矢量加法
设矢量 B⃗ = a⃗xBx + a⃗yBy + a⃗zBz，A⃗+ B⃗ 则为

A⃗+ B⃗ = a⃗x(Ax +Bx) + a⃗y(Ay +By) + a⃗z(Az +Bz)

矢量加法满足交换律和结合律，即

交换律: A⃗+ B⃗ = B⃗ + A⃗

结合律：A⃗+ (B⃗ + C⃗) = (A⃗+ B⃗) + C⃗

2. 矢量减法
矢量 A⃗ 与矢量 B⃗ 相加称为矢量 A⃗ 与矢量 −B⃗ 的差，记为 A⃗− A⃗，

即
A⃗− B⃗ = a⃗x(Ax −Bx) + a⃗y(Ay −By) + a⃗z(Az −Bz)
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矢量的表示及其代数运算
矢量的代数运算

3. 矢量乘法
(1). 数乘
设 k 为任意常数，则数乘的定义为 kA⃗ = a⃗A(kA)。
(2). 标量积（标积）
矢量 A⃗ 与 B⃗ 的标量积记为 A⃗ · B⃗，其大小等于 A⃗ 和 B⃗ 的模与它

们间夹角的余弦的乘积 A⃗ · B⃗ = AB cos θAB，式中 θAB 是 A⃗ 和 B⃗ 之
间较小的夹角，即 θAB ≤ 180◦。
两矢量的标量积满足交换律和分配律，即：

a) 交换律：A⃗ · B⃗ = B⃗ · A⃗
b) 分配律：A⃗ · (B⃗ + C⃗) = A⃗ · B⃗ + A⃗ · C⃗
注意：矢量的标量积不存在结合律。在直角坐标系下，

A⃗ · B⃗ = AxBx +AyBy +AzBz

上海交通大学电子工程系 区域光纤通信网与新型光通信系统国家重点实验室 10/65



上海交通大学

1.0 概述 1.1 矢量 1.2 场 1.3 梯度 1.4 通量和散度 1.5 环量和旋度 1.6 场的性质 1.7 坐标系 1.8 作业

矢量的表示及其代数运算
矢量的代数运算

(3). 矢量积（矢积）
矢量 A⃗ 与 B⃗ 的矢量积记为 A⃗× B⃗，是一个矢量

A⃗× B⃗ = a⃗nAB sin θAB

两矢量的矢量积满足分配律，即：

A⃗× (B⃗ + C⃗) = A⃗× B⃗ + A⃗× C⃗

注意：矢量积不满足交换律：

A⃗× B⃗ = −B⃗ × A⃗

矢量积也不满足结合律，因此书写时不要漏掉括号。
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矢量的表示及其代数运算
矢量的代数运算

(4). 三个矢量的乘积

三重标量积公式：

A⃗ · (B⃗ × C⃗) = B⃗ · (C⃗ × A⃗) = C⃗ · (A⃗× B⃗)

该公式中三个矢量满足所谓的循环对称性。

三重矢量积公式：

A⃗× (B⃗ × C⃗) = B⃗(A⃗ · C⃗) − C⃗(A⃗ · B⃗)

该公式称为“back-cab”规则。
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标量场和矢量场

矢量代数运算中涉及的矢量是常矢量，常矢量是大小和方向均不
变的矢量。大小和方向之一或两者都变化的矢量，这种矢量称为变矢
量。
场是一个标量或一个矢量的位置函数，即场中任一个点都有一个

确定的标量或矢量。
例如，在直角坐标下：

ϕ(x, y, z) = 5
4π[(x−1)2+(y+2)2+z2] 标量场

如温度场、电位场、高度场等；

A⃗(x, y, z) = 2xy2a⃗x + x2za⃗y + xyza⃗z 矢量场
如流速场、电场、涡旋场。
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标量场和矢量场
形象描绘场分布的工具——场线

（1）标量场——等值线/面
以方程 h(x, y, z) = const 定义。
（2）矢量场——矢量线
方程为 A⃗× d⃗l = 0
直角系中:
二维场： Ax

dx = Ay

dy

三维场： Ax

dx = Ay

dy = Az

dz

若一个场中的每一点所对应的量不仅与该点的位
置有关，还与时间有关，则称这种场为动态（时变）
场。如果场中的每一点所对应的量与时间无关，则称这
种场为静态场

Figure 2: 等高线

Figure 3: 矢量场可视化
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标量场的梯度
梯度的定义

设一个标量函数 ϕ(x, y, z)，若函数 ϕ 在点 p 可微，则 ϕ 在点 p 沿
任意方向 l 的方向导数为

∂ϕ

∂l
= (∂ϕ

∂s
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z
) · (cosα, cosβ, cos γ)

式中 α、β、γ 分别是 l 与 x、y、z 方向的夹角。
令 g⃗ = (∂ϕ∂x ,

∂ϕ
∂y ,

∂ϕ
∂z )，a⃗l = (cosα, cosβ, cos γ)：

则有 ∂ϕ
∂l = g⃗ · a⃗l = |⃗g| cos(g⃗, a⃗l)
当 θ = (g⃗, a⃗l) = 0，方向导数最大。
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标量场的梯度
梯度的意义

梯度（gradient）的另一种书写形式：

∂ϕ

∂x
a⃗x + ∂ϕ

∂y
a⃗y + ∂ϕ

∂z
a⃗z = ∇ϕ = gradϕ

式中 ∇ = ( ∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z )，称作哈密顿算子。

梯度意义

标量场的梯度是一个矢量，是空间坐标点的函数。
梯度的大小为该点标量函数 ϕ 的最大变化率，即最大方向导数。
梯度的方向为该点最大方向导数的方向。
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标量场的梯度
梯度基本公式

若 k 是常数，ϕ 和 ψ 是标量，则

1 ∇k = 0

2 ∇(ϕ± ψ) = ∇ϕ± ∇ψ

3 ∇(ϕψ) = ψ∇ϕ+ ϕ∇ψ

4 ∇( ϕψ ) = 1
ψ2 (ψ∇ϕ− ϕ∇ψ)

5 ∇f(ϕ) = f ′(ϕ)∇ϕ
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矢量场的通量、散度与散度定理
通量

1) 面元矢量
一个面（积微）元除了其大小以外，在空间还有一定的取向。如

Figure 4 所示，可用一个矢量来表示面元。取一个与面元垂直的单位矢
量，面元的大小为 dS，则面元矢量为 a⃗n。

dS⃗ = a⃗ndS

Figure 4: 开曲面上的面元
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矢量场的通量、散度与散度定理
通量

其中面元矢量的取向有两种情形：

对一个开曲面，设此开曲面由一个闭曲线围成，如 Figure 4 所示，
则当开曲面上的面元选定绕行方向后，沿绕行方向按右手螺旋的
大拇指方向就是 a⃗n 的方向；

当 dS⃗ 是封闭曲面上的面元，则取为封闭面的外法线方向。
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矢量场的通量、散度与散度定理
立体角

2) 面元矢量
为了求解矢量的通量等参量，通常需引入立体角的概念。Figure 5中示出

了一个半径为 R 的球面，球面上的面元 dS 对球心有一个立体角微元
dΩ = dS/R2 球面度（或 sr），整个球面对球心的立体角为

Ω =
∫

(dS/R2) = 4πR2

R2 = 4π

Figure 5: 球面和闭曲面上面元的立体角
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矢量场的通量、散度与散度定理
立体角

Figure 4(b) 中示出了一个任意闭曲面上的面元矢量 dS⃗ 对某点 O
立体角微元 dΩ 的示意图，其表达式为

dΩ = dS⃗ · a⃗n
R2 = dSn

R2

若点 O 处于闭曲面 S 的内部，则总可以以 O 为球心作一半径为
R0 的球面将原闭曲面包含在该球面的内部，从而使整个闭曲面 S 对
O 点的立体角为

Ω =
∮
S

dS⃗ · a⃗R
R2 =

∮
S

dSn0

R2
0

= 4π

式中，dSn0 为半径为 R0 的球面上面元矢量 dS⃗n0 的面元。
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矢量的表示及其代数运算
矢量的代数运算

直角坐标系下，矢量积的计算式为：

A⃗ × B⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a⃗x a⃗y a⃗z
Ax Ay Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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矢量场的通量、散度与散度定理
通量

矢量 E⃗ 沿有向曲面 S 的面积分

Φ =
∫
S

E⃗ · dS

若 S 为闭合曲面：Φ =
∫
S
E⃗ · dS

Figure 6: 矢量场的通量

Figure 7: 矢量场通量的性质
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矢量场的通量、散度与散度定理
散度 (divergence)

如果包围点 P 的闭合面 ∆S 所围区域 ∆V 以任意方式缩小到点
P 时：

lim
∆V→0

1
∆V

∫
S

A⃗ · dS⃗ = divA⃗

divA⃗ = ∇ · A⃗ = ∂Ax
∂x

+ ∂Ay
∂y

+ ∂Az
∂z

若 ∇ · A⃗ = 0，则称 A⃗ 为无散场，或称为管形场。其特点是，穿过
场域中任意矢量管所有截面的通量都相等。
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矢量场的通量、散度与散度定理
散度运算基本公式

设 A⃗ 和 B⃗ 为矢量，ϕ 为标量，则

∇ · (A⃗± B⃗) = ∇ · A⃗± ∇ · B⃗

∇ · (ϕA⃗) = ϕ∇ · A⃗+ A⃗ · ∇ϕ

∇ · (∇ϕ) = ∇2ϕ = ∂2ϕ

∂x2 + ∂2ϕ

∂y2 + ∂2ϕ

∂z2

式中，∇ · ∇ = ∇2 称为拉普拉斯算子（P. S. Laplace）算子。
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矢量场的通量、散度与散度定理
散度定理（矢量场高斯定理）

通量元密度定义为：

∇ · A⃗ = lim
∆V→0

1
∆V

∫
S

A⃗ · dS⃗

奥高定理：

Φ =
∮
S

A⃗ · dS⃗ = lim
n→∞,∆Vn→0

∞∑
n=1

∇ · A⃗∆Vn =
∫
V

∇ · A⃗dV

∮
S

A⃗ · dS⃗ =
∫
V

∇ · A⃗dV

矢量函数的面积分与体积分的相互转换。
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矢量场的环量、旋度与斯托克斯定理
环量

矢量 A 沿空间有向闭合曲线 L 的线积分
定义为环量。

Γ =
∮
L

A⃗ · d⃗l

Figure 8: 环量的计算

环量的大小与闭合路径有关，它表示绕环线旋转趋势的大小。
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矢量场的环量、旋度与斯托克斯定理
环量

例：流速场

Figure 9: 流速场

水流沿平行于水管轴线方向流动，Γ = 0，无涡旋运动。
流体做涡旋运动，Γ ̸= 0，有产生涡旋的源。
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矢量场的环量、旋度与斯托克斯定理
旋度

环量密度

过点 P 作一微小曲面 ∆S，它的边界
曲线记为 ∆L，面的法线方向与曲线绕向
符合右手定则。当 ∆S → 点 P 时，存在
极限

dΓ
dS

= lim
∆S→0

1
∆S

∮
∆L

A⃗ · d⃗l

定义为环量密度，即单位面积上的环量。
Figure 10: 环量密度
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矢量场的环量、旋度与斯托克斯定理
旋度

旋度（Curl）是一个矢量，其大小等于环量密度的最大值；其方向为最
大环量密度的方向:

rotA⃗ = ∇ × A⃗

它与环量密度的关系为

dΓ
dS

= (∇ × A⃗) · a⃗n

a⃗n 是 S 的法向。
直角系下：

∇ × A⃗ =

∣∣∣∣∣∣
a⃗x a⃗y a⃗z
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣
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矢量场的环量、旋度与斯托克斯定理
旋度的物理意义

a. 矢量的旋度仍为矢量，是空间坐标点的函数。

b. 某点旋度的大小是该点环量密度的最大值，其方向是最大环量密
度的方向。

c. 在矢量场中，若 ∇ × A⃗ = J⃗ ̸= 0 称之为旋度场（或涡旋场），J⃗ 称
为旋度源（或涡旋源）。

d. 若矢量场处处 ∇ × A⃗ = 0，称之为无旋场。
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矢量场的环量、旋度与斯托克斯定理
旋度运算的基本公式

∇ × (A⃗± B⃗) = ∇ × A⃗± ∇ × B⃗

∇ × (ϕA⃗) = ϕ(∇ × A⃗) ± (∇ϕ) × A⃗

∇ · (A⃗× B⃗) = B⃗ · (∇ × A⃗) − A⃗ · (∇ × B⃗)

∇ × ∇ × A⃗ = ∇(∇ · A⃗) − ∇2A⃗
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矢量场的环量、旋度与斯托克斯定理
斯托克斯定理

Figure 11: 斯托克斯定理

dΓ
dS

= (∇ × A⃗) · a⃗n

dΓ = (∇ × A⃗) · a⃗ndS = (∇ × A⃗) · dS⃗∮
l

A⃗ · d⃗l =
∫
S

(∇ × A⃗) · dS⃗

斯托克斯定理实现了矢量函数的线积
分与面积分的相互转化。

在电磁场理论中，奥高定理和斯托克斯定理是两个非常重要的公
式。
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矢量场的环量、旋度与斯托克斯定理
旋度定理

∫
V

(∇ × A⃗)dV = −
∮
S

A⃗× dS⃗ =
∮
S

dS⃗ × A⃗

可用散度定理证明。

算例：已知 A⃗ 和 k⃗ 为常矢量，c 为常数，证明：

1 ∇(eck⃗·r⃗) = ck⃗eck⃗·r⃗

2 ∇ · (A⃗eck⃗·r⃗) = (ck⃗ · A⃗)eck⃗·r⃗

3 ∇ × (A⃗eck⃗·r⃗) = (ck⃗ × A⃗)eck⃗·r⃗
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矢量场的环量、旋度与斯托克斯定理
旋度定理

证明：设 k⃗ = kxa⃗x + kya⃗y + kza⃗z，其中 kx、ky 和 kz 为常数
r⃗ = xa⃗x + ya⃗y + za⃗z，则

1 ∇(eck⃗·r⃗) = (⃗ax ∂
∂x + a⃗y

∂
∂y + a⃗z

∂
∂z )[ec(kxx+kyy+kzz)] =

c(kxa⃗x + kya⃗y + kza⃗z)ec(kxx+kyy+kzz) = ck⃗eck⃗·r⃗

2 ∇·(A⃗eck⃗·r⃗) = (∇·A⃗)eck⃗·r⃗+A⃗·∇(eeck⃗·r⃗ ) = A⃗·(ck⃗eck⃗·r⃗) = (ck⃗·A⃗)eck⃗·r⃗

式中，因 A⃗ 为常矢量，故 ∇ · A⃗ = 0。

3 ∇ × (A⃗eck⃗·r⃗) = (∇ × A⃗)eck⃗·r⃗ + ∇(eck⃗·r⃗) × A⃗ = ck⃗eck⃗·r⃗ × A⃗ =
(ck⃗ × A⃗)eck⃗·r⃗

式中，∇ × A⃗ = 0。
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标量场、矢量场的重要性质和定理
两个重要性质

性质一：梯度场的旋度恒为零

∇ × ∇ϕ = 0

可见，无旋场可表示为一梯度场。即 ∇ × f⃗ = 0，则可令 f⃗ = ∇ϕ
（其中 ϕ 可含任一常数 ϕ0）

证明：左边 = ( ∂
∂x a⃗x + ∂

∂y a⃗y + ∂
∂z a⃗z) × (∂u∂x a⃗x + ∂u

∂y a⃗y + ∂u
∂z a⃗z)

( ∂2u
∂z∂y − ∂2u

∂y∂z )⃗ax + ( ∂2u
∂x∂z − ∂2u

∂z∂x )⃗ay + ( ∂2u
∂y∂x − ∂2u

∂x∂y )⃗az = 0
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标量场、矢量场的重要性质和定理
两个重要性质

性质二：旋度场的散度恒为零

∇ · (∇ × A⃗) = 0

可见，无散场可表示为一旋度场。即，若 ∇ · f⃗ = 0，则可令
f⃗ = ∇ × A⃗（其中 A⃗ 可含任意常数 ∇ϕ）

证明：左边
= ( ∂

∂x a⃗x + ∂
∂y a⃗y + ∂

∂z a⃗z) · ((∂Az

∂y − ∂Ay

∂z )⃗ax + (∂Ax

∂z − ∂Az

∂x )⃗ay + (∂Ay

∂x −
∂Ax

∂y )⃗az) = ( ∂Az

∂y∂x − ∂Ay

∂z∂x ) + ( ∂Ax

∂z∂y − ∂Az

∂x∂y ) + ( ∂Ay

∂x∂z − ∂Ax

∂y∂z ) = 0
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标量场、矢量场的重要性质和定理
格林定理

设任意两个标量场 Φ 及 Ψ，若在区域 V 中具有连续的二阶偏导
数，如下图示。

Figure 12: 格林定理示意图

那么，可以证明该两个标量场 Φ 及 Ψ 满
足下列等式：∫

V

(∇Ψ · ∇Φ + Ψ∇2Φ)dV =
∮
S

Ψ∂Φ
∂n

dS

式中 S 为包围 V 的闭合曲面，∂Φ
∂n 为标

量场 Φ 在 S 表面的外法线 en 方向上的偏
导数。
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标量场、矢量场的重要性质和定理
格林定理

根据方向导数与梯度的关系：

标量第一格林定理∫
V

(∇Ψ · ∇Φ + Ψ∇2Φ)dV =
∮
S

(Ψ∇Φ) · dS⃗

基于上式还可获得:

标量第二格林定理∫
V

(Ψ∇2Φ − Φ∇2Ψ)dV =
∮
S

(Ψ∇Φ − Φ∇Ψ) · dS⃗∫
V

(Ψ∇2Φ − Φ∇2Ψ)dV =
∮
S

(Ψ∂Φ
∂n

− Φ∂Ψ
∂n

)dS
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标量场、矢量场的重要性质和定理
格林定理

设任意两个矢量场 P⃗ 与 Q⃗，若在区域 V 中具有连续的二阶偏导数，
那么，可以证明该矢量场 P⃗ 与 Q⃗ 满足下列等式:

矢量第一格林定理

∫
V

[(∇ × P⃗ ) · (∇ × Q⃗) − P⃗ · ∇ × ∇ × Q⃗]dV =
∮
S

(P⃗ × ∇ × Q⃗) · dS⃗

式中 S⃗ 为包围 V 的闭合曲面，面元 dS⃗ 的方向为 S 的外法线方
向。
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标量场、矢量场的重要性质和定理
格林定理

基于上式还可获得下式：

矢量第二格林定理

∫
V

[Q⃗·(∇×∇×P⃗ )−P⃗ ·(∇×∇×Q⃗)]dV =
∮
S

[P⃗×(∇×Q⃗)−Q⃗×(∇×P⃗ )]·dS⃗

无论何种格林定理，都是说明区域 V 中的场与边界 S 上的场之间的关
系。因此，利用格林定理可以将区域中场的求解问题转变为边界上场
的求解问题。
此外，格林定理说明了两种标量场或矢量场之间应该满足的关系。

因此，如果已知其中一种场的分布特性，即可利用格林定理求解另一
种场的分布特性。
格林定理广泛地用于电磁理论。
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标量场、矢量场的重要性质和定理
矢量场的惟一性定理

位于某一区域中的矢量场，当其散度、旋度以及边界上场量的切
向分量或法向分量给定后，则该区域中的矢量场被惟一地确定。

已知散度和旋度代表产生矢量场的源，可见惟一性定理表明，矢
量场被其源及边界条件共同决定的。
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标量场、矢量场的重要性质和定理
亥姆霍兹定理

若矢量场 F⃗ (r) 在无限区域中处处是单值的，且其导数连续有界，
源分布在有限区域 V ′ 中，则当矢量场的散度及旋度给定后，该矢量场
F (r) 可以表示为

F⃗ (r⃗) = −∇Φ(r⃗) + ∇ × A⃗(r⃗)

式中：

Φ(r⃗) = 1
4π

∫
V ′

∇′ · F⃗ (r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

dV ′

A⃗(r⃗) = 1
4π

∫
V ′

∇′ × F⃗ (r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

dV ′

可见，该定理表明任一矢量场均可表示为一个无旋场与一个无散
场之和。矢量场的散度及旋度特性是研究矢量场的首要问题。
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标量场、矢量场的重要性质和定理
场的分类

由亥姆霍兹定理可知，一个矢量场的散度和旋度不能单独、完整
地描述场。在电磁场理论中，通常根据矢量场的散度和旋度是否为零
将电磁场分为四类，即第 I、II、III、IV 类场。

第 I 类场
电磁场 f⃗ 在区域中处处满足 ∇ · f⃗ = 0 和 ∇ × f⃗ = 0 。f⃗ = −∇ϕ。

又因为 ∇ · f⃗ = 0，所以
∇2ϕ = 0

拉普拉斯方程。为求得第 I 类场，必须求解拉普拉斯方程及由区域
边界构成的定解问题求得 ϕ，然后由 f⃗ = −∇ϕ 确定 f⃗。
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标量场、矢量场的重要性质和定理
场的分类

第 II 类场
电磁场 f⃗ 在区域中处处满足 ∇ · f⃗ ̸= 0 和 ∇ × f⃗ = 0 。f⃗ = −∇ϕ。

又因为 ∇ · f⃗ = ρ，所以
∇2ϕ = −ρ

泊松方程。为求得第 II 类场，必须求解泊松方程及由区域边界构
成的定解问题求得 ϕ，然后由 f⃗ = −∇ϕ 确定 f⃗。
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标量场、矢量场的重要性质和定理
场的分类

第 III 类场
电磁场 f⃗ 在区域中处处满足 ∇ · f⃗ = 0 和 ∇ × f⃗ ̸= 0 。因为

∇ · f⃗ = 0，f⃗ = ∇ × A⃗，其中 A⃗ 为另一矢量场。又因为 ∇ × f⃗ ̸= 0，将
其写为 ∇ × f⃗ = J⃗，其中 J⃗ 为一已知的矢量场。将 f⃗ = ∇ × A⃗ 带入
∇ × f⃗ = J⃗ 即得

∇ × ∇ × A⃗ = J⃗ 或 ∇(∇ · A⃗) − ∇2A⃗ = J⃗

又由亥姆霍兹定理知，为使矢量场 f⃗ 唯一，必须定义其散度。若
采用规范条件 ∇ · A⃗ = 0（称为库伦规范条件，详见第 2 章内容），则有

∇2A⃗ = −J⃗

这是矢量泊松方程。因此，求得第 III 类场必须求解矢量泊松方程
所构成的定解问题。
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标量场、矢量场的重要性质和定理
场的分类

第 IV 类场
电磁场 f⃗ 在区域中处处满足 ∇ · f⃗ ̸= 0 和 ∇ × f⃗ ̸= 0 。但可将 f⃗

分解为另外两个矢量场 f⃗1 和 f⃗2，使 f⃗1 满足第 � 类场以及 f⃗1 满足第 �
类场的要求，即

f⃗ = f⃗1 + f⃗2

其中 ∇ · f⃗1 = 0，∇ × f⃗1 ̸= 0，而 ∇ · f⃗2 ̸= 0。则 f⃗1 = ∇ × A⃗ 和
f⃗2 = −∇ϕ，从而有

f⃗ = ∇ × A⃗− ∇ϕ

这正是亥姆霍兹定理中给出的表达式。
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正交曲线坐标系
正交曲线坐标系的单位矢量和度量因子

直角坐标系，空间每一点坐标
(x, y, z) 和正交曲线坐标系，空间
每一点坐标 (u1, u2, u3)。


u1 = g1(x, y, z)
u2 = g2(x, y, z)
u3 = g3(x, y, z)


x = G1(u1, u2, u3)
y = G2(u1, u2, u3)
z = G3(u1, u2, u3)
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正交曲线坐标系
正交曲线坐标系

正交曲线坐标系：任一点处 u1 线，u2 线，u3 线的切线互相正交。
记：单位矢量：a⃗1，a⃗2，a⃗3（变矢量）；切向量：l⃗1，l⃗2，l⃗3。

正交曲线坐标系中：
d⃗l = d⃗l1 + d⃗l2 + d⃗l3 = a⃗1dl1 + a⃗2dl2 + a⃗3dl3

= a⃗1h1du1 + a⃗2h2du2 + a⃗3h3du3

直角坐标系中：d⃗l = a⃗xdx+ a⃗ydy + a⃗zdz
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正交曲线坐标系
正交曲线坐标系的单位矢量

d⃗l 沿 u1 方向，u2，u3 为常数。

a⃗1 = d⃗l

h1du1
= a⃗xdx+ a⃗ydy + a⃗zdz

h1du1

= a⃗x
1
h1

∂G1

∂u1
+ a⃗y

1
h1

∂G2

∂u1
+ a⃗z

1
h1

∂G3

∂u1

类似可得：
a⃗2 = a⃗x

1
h2

∂G1

∂u2
+ a⃗y

1
h2

∂G2

∂u2
+ a⃗z

1
h2

∂G3

∂u2

a⃗3 = a⃗x
1
h2

∂G1

∂u3
+ a⃗y

1
h2

∂G2

∂u3
+ a⃗z

1
h2

∂G3

∂u3
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正交曲线坐标系
正交曲线坐标系的度量因子

dl = [(dx)2 + (dy)2 + (dz)2] 1
2

沿 u⃗1 方向， dl1 = [(∂G1
∂u1

)2 + (∂G2
∂u1

)2 + (∂G3
∂u1

)2] 1
2 du⃗1 = h1du1

沿 u⃗2 方向， dl2 = [(∂G1
∂u2

)2 + (∂G2
∂u2

)2 + (∂G3
∂u2

)2] 1
2 du⃗2 = h2du2

沿 u⃗3 方向， dl3 = [(∂G1
∂u3

)2 + (∂G2
∂u3

)2 + (∂G3
∂u3

)2] 1
2 du⃗3 = h3du3

dl = [(h1du1)2 + (h2du2)2 + (h3du3)2] 1
2

hi = [
3∑
j=1

(∂Gj
∂ui

)2] 1
2 , i = 1, 2, 3
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正交曲线坐标系
正交曲线坐标系的场论表达式

正交曲线坐标系：
面元矢量 dS⃗i 表达式：d⃗Si = d⃗lj × d⃗lk = a⃗idS⃗i = a⃗ihjhkdujduk

a⃗i = a⃗j × a⃗k, i, j, k ∈ (1, 2, 3)

体积元表达式：dV = d⃗li · (d⃗lj × d⃗lk) = hihjhkduidujduk
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正交曲线坐标系
正交曲线坐标系的场论表达式

(1) 标量场 ϕ 的梯度为：

∇ϕ = a⃗1
1
h1

∂ϕ

∂u1
+ a⃗2

1
h2

∂ϕ

∂u2
+ a⃗3

1
h3

∂ϕ

∂u3

(2) 矢量场 A⃗ 的散度为：

∇ · A⃗ = 1
h1h2h3

[ ∂

∂u1
(h2h3A1) + ∂

∂u2
(h1h3A2) + ∂

∂u3
(h1h2A3)]

式中 A⃗1，A⃗2 和 A⃗3 分别为 A⃗ 在 u⃗1，u⃗2，u⃗3 上的投影。
(3)

∇2ϕ = 1
h1h2h3

[ ∂

∂u1
(h2h3

1
h1

∂ϕ

∂u1
)+ ∂

∂u2
(h1h3

1
h2

∂ϕ

∂u2
)+ ∂

∂u3
(h1h2

1
h3

∂ϕ

∂u3
)]
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正交曲线坐标系
圆柱坐标系、球坐标系与直角坐标系之间的关系

(x, y , z)

z

x

y

z = z 0

x = x 0

y = y 0P0

za
v

xa
v

ya
v

O

(r, f , z)

y

z

x

P0

f 0

f = f 0

r = r0

z = z 0

ra
v

za
v

aj
v

O
x

z

y

f = f 0

f 0

q 0

(r, q, f )

r = r 0

q = q 0

aj
v

ra
v

aq
v

P0

O
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正交曲线坐标系
圆柱坐标系


x = G1 = r cosφ
y = G2 = r sinφ
z = G3 = z


a⃗r = a⃗x cosφ+ a⃗y sinφ
a⃗φ = −a⃗x sinφ+ a⃗y cosφ
a⃗z = a⃗z

 a⃗r
a⃗φ
a⃗z

 =

 cosφ sinφ 0
− sinφ cosφ 0

0 0 1

  a⃗x
a⃗y
a⃗z

 (1)

 A⃗r
A⃗φ
A⃗z

 =

 cosφ sinφ 0
− sinφ cosφ 0

0 0 1

  A⃗x
A⃗y
A⃗z

 (2)
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正交曲线坐标系
球坐标系


x = G1 = R sin θ cosφ
y = G2 = R sin θ sinφ
z = G3 = R cosφ

 a⃗R
a⃗θ
a⃗φ

 =

 sin θ cosφ sin θ sinφ cos θ
cos θ cosφ cos θ sinφ − sin θ

− sinφ cosφ 0

  a⃗x
a⃗y
a⃗z

 (3)
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