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主要内容

麦克斯韦方程组是宏观电磁理论所遵循的基本规律。

♢ 5.1 电磁感应定律与全电流定律

♢ 5.2 麦克斯韦方程组

♢ 5.3 时变电磁场的边界条件

♢ 5.4 坡印亭定理与坡印亭矢量

♢ 5.5 时谐电磁场的复数表示
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电磁感应定律与全电流定律
电磁感应定律

1. 电磁感应现象与楞次定律
实验表明：当穿过导体的磁通量发生变化时，回路中会出现感应

电流。——电磁感应现象
楞次定律：回路总是企图以感应电流产生的穿过回路自身的磁通，

去反抗引起感应电流的磁通量的改变。
2. 法拉第电磁感应定律
当穿过导体回路的磁通量发生改变时，回路中的感应电动势与回

路磁通量的时间变化率成正比关系。
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电磁感应定律与全电流定律
电磁感应定律

数学表达式：
ε = −dΦ

dt

说明：“－”号表示回路中产生的感应电动势的作用总是要阻止回路中
磁通量的变化

上海交通大学电子工程系 区域光纤通信网与新型光通信系统国家重点实验室 7/68



上海交通大学

5.0 本章概述 5.1 电磁感应定律 5.2 麦克斯韦方程组 5.3 时变场边界条件 5.4 坡印廷定理 5.5 波动方程 5.6 复数表示 5.7 作业

电磁感应定律与全电流定律
电磁感应定律

法拉第电磁感应定律的微分形式

ε = −
s

s
∂B⃗
∂t · dS⃗ +

∮
l
v⃗ × B⃗ · d⃗l

ε =
∮

l
E⃗ · d⃗l

}

⇒
∮

l

E⃗ · d⃗l = −
x
s

∂B⃗

∂t
· dS⃗ +

∮
l

v⃗ × B⃗ · d⃗l

斯托克斯定理−−−−−−−→ ∇ × E⃗ = −∂B⃗

∂t
+ ∇ × (v⃗ × B⃗)

回路静止−−−−−→ ∇ × E⃗ = − ∂B⃗
∂t

法拉第电磁感应定律的微分形式

物理意义：随时间变化的磁场将激发电场。
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电磁感应定律与全电流定律
电磁感应定律

对法拉第电磁感应定律的讨论

A、 等号右边 B⃗ 对 t 的偏导数，该式用于分析时变场

B、 式中的 E⃗ 是磁场随时间变化激发的，称为感应电场

C、 感应电场是有旋场，磁场随时间变化处会激发漩涡状的电场

D、 对任意回路（不一定有导体）成立
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电磁感应定律与全电流定律
二、全电流定律

1、 安培环路定律的局限性

安培环路定律 (静磁场)
∇ × H⃗ = J⃗ ⇒ ∇ · (∇ × H⃗) = ∇ · J⃗ = 0

电流连续性方程
∇ · J⃗ = − ∂ρ

∂t

 ⇒矛盾！

结论： 由静磁场推导出的安培环路定律不能直接用于时变场的分析，
必须加以修正。
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电磁感应定律与全电流定律
二、全电流定律

2、 安培环路定律的修正形式（位移电流假说）

∇ · (∇ × H⃗) = ∇ · J⃗ + ∂ρ

∂t

∇·D⃗=ρ(高斯定理)−−−−−−−−−−−→

∇ · (∇ × H⃗) = ∇ · (J⃗ + ∂D⃗

∂t
) →

∇ × H⃗ = J⃗ + ∂D⃗

∂t
全电流定律的微分形式

其中：J⃗ 为传导电流，即自由电荷运动形成的电流。J⃗d = ∂D⃗
∂t 为位移

电流，J⃗全 = J⃗ + J⃗d 为全电流

物理意义：随时间变化的电场将激发磁场
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电磁感应定律与全电流定律
二、全电流定律

3、 对全电流定律和位移电流的讨论

A、 时变场的情况下，磁场仍为有旋场，但漩涡源除了传导电流外，还
有位移电流

B、 位移电流代表电场随时间的变化率，当电场发生变化时，会形成
形成磁场的漩涡源（位移电流），从而激发磁场

C、 全电流定律的物理意义：随时间变化的电场会激发磁场

D、 位移电流是一种假想电流，由麦克斯韦用数学方法引入，但在此
假说的基础上，麦克斯韦预研了电磁波的存在，赫兹用实验证明
了电磁波确实存在，从而反过来证明了位移电流理论的正确性。
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麦克斯韦方程组

微分形式的麦克斯韦方程组
∇ × E⃗ = − ∂B⃗

∂t (电磁感应定律)
∇ × H⃗ = J⃗ + ∂D⃗

∂t (全电流定律)
∇ · B⃗ = 0 (磁通连续性定理)
∇ · D⃗ = ρ (高斯定理)

(1) 时变磁场激发时变电场
(2) 传导电流和时变电场均激发时变磁场
(3) 穿过任一封闭面的磁通量恒等于零
(4) 穿过任一封闭面的电通量等于封闭面包围的自由电荷量

上海交通大学电子工程系 区域光纤通信网与新型光通信系统国家重点实验室 14/68



上海交通大学

5.0 本章概述 5.1 电磁感应定律 5.2 麦克斯韦方程组 5.3 时变场边界条件 5.4 坡印廷定理 5.5 波动方程 5.6 复数表示 5.7 作业

麦克斯韦方程组

静场只是时变场的一种特殊情况。

(麦克斯韦方程组)
∂D⃗
∂t

=0, ∂B⃗
∂t

=0
−−−−−−−→


∇ × E⃗ = 0
∇ × H⃗ = J⃗

∇ · B⃗ = 0
∇ · D⃗ = ρ
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麦克斯韦方程组
本构关系

在媒质中，场量之间必须满足媒质的本构关系。在线性、均匀和各向同
性媒质（简单媒质）中：

D⃗ = εE⃗, B⃗ = µH⃗, J⃗ = σE⃗ (2)

ε 称为介电常数，µ 称为导磁率，σ 称为电导率。
真空或自由空间，ε = ε0,µ = µ0,σ = 0。

σ = 0 理想媒质
σ = ∞ 理想导体
0 < σ < ∞ 导电媒质
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麦克斯韦方程组

限定性的麦克斯韦方程组

∇ × E⃗ = −µ
∂H⃗

∂t
(3a)

∇ × H⃗ = J⃗ + ε
∂E⃗

∂t
(3b)

∇ · H⃗ = 0 (3c)

∇ · E⃗ = ρ

ε
(3d)

说明：麦克斯韦方程组的限定形式与媒质特性有关
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麦克斯韦方程组

积分形式的麦克斯韦方程组

∮
l

E⃗ · d⃗l = −
∫

s

∂B⃗

∂t
· dS⃗ (4a)∮

l

H⃗ · d⃗l =
∫

s

(J⃗ + ∂D⃗

∂t
) · dS⃗ (4b)∮

l

B⃗ · dS⃗ = 0 (4c)∮
l

D⃗ · dS⃗ =
∫

V

ρdV (4d)

说明：利用积分形式的麦克斯韦方程组可导出不同媒质交界面处电磁
场的边界条件。
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麦克斯韦方程组

麦克斯韦方程组揭示的物理含义

A、 时变电场的激发源除电荷以外，还有变化的磁场；时变磁场的激
发源除传导电流外，还有变化的电场

B、 电场和磁场互为激发源，互相激发

C、 电场和磁场不再相互独立，而是相互关联，构成一个统一的整体
——电磁场，电场和磁场分别为电磁场的两个物理量

D、 麦克斯韦方程组预言了电磁波的存在，且已被事实所证实
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时变电磁场的边界条件

A、 麦克斯韦方程组可以应用任何连续的介质内部

B、 在两种介质界面上，介质性质有突变，电磁场也会突变

C、 分界面两边电磁场按照某种规律突变，称这种突变关系为电磁场
的边界条件或边值条件

D、 推导边界条件的依据为麦克斯韦方程组的积分形式
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时变电磁场的边界条件
电场强度的边界条件

∮
l

E⃗ · d⃗l = E⃗1 · ∆l⃗ − E⃗2 · ∆l⃗

= E1t∆l − E2t∆l = −
∫

∆S

∂B⃗

∂t
· dS⃗ = 0

(5)

lim
∆S→0

∫
∆S

∂B⃗

∂t
· dS⃗ = 0

−→an × (E⃗1 − E⃗2) = 0或 E1t = E2t (6)

a
n

Δl

ΔhE
2n

E
1n

E
2

E
1

E
2t

E
1t

结论：电场强度在不同媒质分界面两侧切向分量连续
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时变电磁场的边界条件
磁场强度的边界条件

∮
l

H⃗ · d⃗l = H1t∆l − H2t∆l = i +
∫

∆S

∂D⃗

∂t
· dS⃗ = JS∆l (7)

lim
∆S→0

∫
∆S

∂D⃗

∂t
· dS⃗ = 0

−→an × (H⃗1 − H⃗2) = J⃗S 或 H1t − H2t = JS (8)

式中 −→an 为媒质 2 → 1 的法向
J⃗S 为表面传导电流密度

结论：磁场强度在不同媒质分界面两侧的切向分量不连续，其差值恰
好等于分界面上的电流面密度。
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时变电磁场的边界条件

a
n

Δs

ΔhD
2n

D
1n

D
 

D
!

D
2t

D
1t
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时变电磁场的边界条件

电通密度的边界条件∮
l

D⃗ · dS⃗ = D⃗1 · −→an∆S − D⃗2 · −→an∆S = (D1n − D2n)∆S = ∆Q

−→an · (D⃗1 − D⃗2) = ρS 或 D1n − D2n = ρS (9)

结论：电通密度在不同媒质分界面两侧的法向分量不连续，其差值恰
好等于分界面上自由电荷面密度。
磁通密度的边界条件∮

l

B⃗ · dS⃗ = B⃗1 · −→an∆S − B⃗2 · −→an∆S = (B1n − B2n)∆S = 0

−→an · (B⃗1 − B⃗2) = 0或 B1n = B2n (10)

结论：磁通密度在不同媒质分界面两侧法向分量连续
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时变电磁场的边界条件

时变电磁场的边界条件

−→an × (E⃗1 − E⃗2) = 0 (3)
−→an × (H⃗1 − H⃗2) = J⃗S (8)
−→an · (D⃗1 − D⃗2) = ρS (9)
−→an · (B⃗1 − B⃗2) = 0 (10)

结论：
在分界面处，电场强度的切向分量连续；磁场强度的切向分量不连续，其差值
等于该点处的面电流密度；在分界面处任意点电通量密度的法向分量不连续，
其差值等于该点处的面电荷密度，磁通量密度的法向分量连续。

注意：
(1) 理想导体内部时变电磁场为 0，理想导体表面上面电流密度和面电荷密度
可以存在。
（2）两种理想电介质交界面处面电流密度为 0, 当交界面处没有放置附加电荷
时，面电荷密度也为 0。
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时变电磁场的边界条件
两种特殊的边界

A、 两种理想介质的边界
在理想介质的内部和表面上，不存在自由电荷和传导电流。

E1t = E2t

H1t = H2t

D1n = D2n

B1n = B2n

或


−→an × (E⃗1 − E⃗2) = 0
−→an × (H⃗1 − H⃗2) = 0
−→an · (D⃗1 − D⃗2) = 0
−→an · (B⃗1 − B⃗2) = 0

(11)

结论：在理想介质分界面上，E⃗，H⃗ 切向连续；
在理想介质分界面上，B⃗，D⃗ 法向连续。
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时变电磁场的边界条件
两种特殊的边界

B、 理想介质与理想导体的边界
理想导体内电场强度和磁场强度均为 0；表面上一般存在自由电荷和传
导电流 

E1t = 0
H1t = Js

D1n = ρs

B1n = 0

或


−→an × E⃗1 = 0
−→an × H⃗1 = J⃗s
−→an · D⃗1 = ρs
−→an · B⃗1 = 0

(12)

注意：理想导体和理想介质只是理论上存在。在实际中，某些媒质的电
导率极大或极小，即可以视为理想导体或理想介质进行处理。
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坡印亭定理和坡印亭矢量

能量守恒定律是一切物质运动过程遵守的普遍定律，作为特殊形
态的物质，电磁场及其运动也遵守这一普遍定律。本节将详细讨论电
磁场的能量和能量守恒定律，引入重要的坡印亭矢量和坡印亭定理，
分析讨论电磁场能量、电荷电流运动及电磁场做功之间的相互关系。

1、 场与电荷系统的能量转化和守恒定律的一般形式
举例：天线辐射电磁波
引入两个物理量描述电磁场的能量
(1) 场的能量密度 ω，它是场内单位体积内的能量，是空间位置和时间
的函数，ω = ω(r⃗, t)。
(2) 场的能流密度 S⃗，它描述能量在场内的传播。S⃗ 在数值上等于单位
时间内垂直流过单位横截面的能量，其方向代表能量传输的方向。
场与电荷相互作用时，能量就在场与电荷系统之间转移。
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坡印亭定理和坡印亭矢量

设区域 V，界面 S，体电荷密度 ρ，体电流密度 J⃗。能量守恒定律
要求单位时间通过界面 S 进入体积 V 内的能量等于场对 V 电荷做功
的功率与 V 对电磁场能量增加速率之和。

f⃗ 表示场对电荷作用力密度，v⃗ 表示电荷运动速度，场对电荷系统
所做的功率为：

∫
V

f⃗ · v⃗dV

V 内场的能量增加率为： d
dt

∫
V

ωdV

通过界面 S 流入 V 内的能量为 −
∮

Σ S⃗ · dσ

−
∮

Σ
S⃗ · dσ =

∫
V

f⃗ · v⃗dV + d
dt

∫
V

ωdV (13)

− ∇ · S⃗ = f⃗ · v⃗ + ∂ω

∂t
(14)
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坡印亭定理和坡印亭矢量
电磁场能量密度与能流密度的表达式

根据场与电荷相互作用的规律——麦克斯韦方程组和洛伦兹力求
出电磁场的能量密度和能流密度的表达式
洛伦兹力公式 f⃗ = ρE⃗ + ρv⃗ × B⃗

f⃗ · v⃗ = (ρE⃗ + ρv⃗ × B⃗) · v⃗ = ρE⃗ · v⃗ = J⃗ · E⃗ (15)

J⃗ = ∇ × H⃗ − ∂D⃗

∂t

J⃗ · E⃗ = E⃗ · (∇ × H⃗) − E⃗ · ∂D⃗

∂t
(16)

E⃗ ·(∇×H⃗) = −∇·(E⃗ ×H⃗)+H⃗ ·(∇×E⃗) = −∇·(E⃗ ×H⃗)−H⃗ · ∂B⃗

∂t
(17)

f⃗ · v⃗ = J⃗ · E⃗ = −∇ · (E⃗ × H⃗) − H⃗ · ∂B⃗

∂t
− E⃗ · ∂D⃗

∂t
(18)
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坡印亭定理和坡印亭矢量

对简单媒质，

∂

∂t
(H⃗ · B⃗

2
) = 1

2
(H⃗ · ∂B⃗

∂t
+ B⃗ · ∂H⃗

∂t
) = H⃗ · ∂B⃗

∂t

∂

∂t
( E⃗ · D⃗

2
) = 1

2
(E⃗ · ∂D⃗

∂t
+ D⃗ · ∂E⃗

∂t
) = E⃗ · ∂D⃗

∂t

所以（18）可以写为

f⃗ · v⃗ = J⃗ · E⃗ = −∇ · (E⃗ × H⃗) − ∂

∂t
(H⃗ · B⃗

2
+ E⃗ · D⃗

2
) (19)

− ∇ · (E⃗ × H⃗) = f⃗ · v⃗ + ∂

∂t
(H⃗ · B⃗

2
+ E⃗ · D⃗

2
) (20)

同（14）比较可得

S⃗ = E⃗ × H⃗, ω = H⃗ · B⃗

2
+ E⃗ · D⃗

2
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坡印亭定理和坡印亭矢量
场的能量

电场能量密度
ωe = 1

2
D⃗(r⃗) · E⃗(r⃗) = 1

2
ε

∣∣∣E⃗(r⃗)
∣∣∣2

磁场能量密度
ωm = 1

2
B⃗(r⃗) · H⃗(r⃗) = 1

2
µ

∣∣∣H⃗(r⃗)
∣∣∣2

电磁场能量密度

ω = ωe + ωm = 1
2

D⃗(r⃗) · E⃗(r⃗) + 1
2

B⃗(r⃗) · H⃗(r⃗)

= 1
2

ε
∣∣∣E⃗(r⃗)

∣∣∣2
+ 1

2µ

∣∣∣B⃗(r⃗)
∣∣∣2
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坡印亭定理和坡印亭矢量
坡印亭定理

利用场论恒等式

微分形式的坡印亭定理

∇ · (E⃗ × H⃗) = H⃗ · (∇ × E⃗) − E⃗ · (∇ × H⃗)

− ∇ · (E⃗ × H⃗) = H⃗ · ∂B⃗

∂t
+ E⃗ · ∂D⃗

∂t
+ E⃗ · J⃗ (21)

将（2.63）两端封闭面 S 所包围的体积 V 做体积分，并利用散度定理
得

积分形式的坡印亭定理

−
∫

S

(E⃗ × H⃗) · dS⃗ =
∫

V

(H⃗ · ∂B⃗

∂t
+ E⃗ · ∂D⃗

∂t
+ E⃗ · J⃗)dV (22)
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坡印亭定理和坡印亭矢量
坡印亭定理

对简单媒质（线性，均匀，各向同性），B⃗ = µH⃗，D⃗ = εE⃗，且

∂

∂t
(H⃗ · B⃗

2
) = 1

2
(H⃗ · ∂B⃗

∂t
+ B⃗ · ∂H⃗

∂t
) = H⃗ · ∂B⃗

∂t

∂

∂t
( E⃗ · D⃗

2
) = 1

2
(E⃗ · ∂D⃗

∂t
+ D⃗ · ∂E⃗

∂t
) = E⃗ · ∂D⃗

∂t

式（22）可改写为

−
∫

S

(E⃗×H⃗)·dS⃗ =
∫

V

∂

∂t
(H⃗ · B⃗

2
+ E⃗ · D⃗

2
)dV +

∫
V

E⃗·J⃗dV

注意： 体积 V 中电磁
场能量随时间的增加率
与热损耗功率之和等于
单位时间内穿过封闭面
积 S 进入体积 V 的能
量。

= d
dt

∫
V

(1
2

µH2+1
2

εE2)dV +
∫

V

σE2dV = d
dt

∫
V

(ωm+ωe)dV +
∫

V

pσdV

(23)
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坡印亭定理和坡印亭矢量
坡印亭定理

瞬时磁场能量密度（J/m3）

ωm = H⃗ · B⃗

2
= 1

2
µH2

瞬时电场能量密度（J/m3）

ωe = E⃗ · D⃗

2
= 1

2
εE2

传导电流引起的热损耗瞬时功率密度（W/m3）

pσ = E⃗ · J⃗ = σE2

上海交通大学电子工程系 区域光纤通信网与新型光通信系统国家重点实验室 37/68



上海交通大学

5.0 本章概述 5.1 电磁感应定律 5.2 麦克斯韦方程组 5.3 时变场边界条件 5.4 坡印廷定理 5.5 波动方程 5.6 复数表示 5.7 作业

坡印亭定理和坡印亭矢量
坡印亭矢量

对静态场，（23）变为

−
∮

S

(E⃗ × H⃗) · dS⃗ =
∫

V

σE2dV (24)

矢量积 E⃗ × H⃗ 具有功率密度量纲，定义坡印亭矢量：

S⃗(t) = E⃗(t) × H⃗(t) (25)

表示单位面积的瞬时功率流，单位 W/m2。S⃗(t) 的方向是功率流的方
向，S⃗(t) 与 E⃗(t) 和 H⃗(t) 满足右手螺旋关系。
当 E⃗(t) 和 H⃗(t) 都是时间的周期函数时，定义时间平均的功率流密度
矢量为

S⃗av = 1
T

∫ T

0
E⃗(t) × H⃗(t)dt (26)
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坡印亭定理和坡印亭矢量
坡印亭矢量

Figure 1: 有耗平行双导线周围空间中的电磁场和坡印亭矢量的分布
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坡印亭定理和坡印亭矢量
坡印亭矢量

例 5.1 已知一根长为 l，半径为 b，电导率为 σ 的实心导体沿其轴向
（z 向）载有均匀分布的直流电流 I。求导体表面处的坡印亭矢量，并验
证坡印亭定理。
解： 1⃝ 因实心导体的截面为 πb2，故导体表面的电场强度 E⃗ 和磁场强
度 H⃗ 在圆柱坐标系中的表达式分别为

E⃗ = J⃗

σ
= a⃗z

I

σπb2 , H⃗ = a⃗φ
I

2πb

于是，导体表面处的坡印亭矢量为

S⃗ = E⃗ × H⃗ = −a⃗r
I2

2σπ2b3

它的方向垂直于导体表面，沿径向指向导体内部。
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坡印亭定理和坡印亭矢量
2 坡印亭矢量

2⃝ 为验证坡印亭定理，将 S⃗ 沿长度为 l 的圆柱表面作面积分，得

−
∮

s

S⃗·ds⃗ = −
∮

s

S⃗ ·⃗ards =
∮

Ss

I2

2σπ2b3 ds = 2πblI2

2σπ2b3 = I2( l

σπb2 ) = I2R

其中 Ss 代表圆柱的侧面，R = l/(σπb2)。

又因实心导体内的热损耗功率为∫
v

pσdv =
∫

v

σE2dv =
∫

v

J2

σ
dv = πb2lI2

σπ2b4 = I2 l

σπb2 = I2R

可见，流入实心导体表面的电磁功率正好等于导体内部的热损耗功率。
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波动方程与电磁位函数
1. 波动方程

设电磁波处于稳定的理想简单媒质（即媒质的 µ，ε 与 t，r 无关，
σ = 0）中推导出瞬时矢量 E⃗ 和 H⃗ 满足的矢量波动方程。

∇ × E⃗ = −µ
∂H⃗

∂t
⇒ ∇ × (∇ × E⃗) = −µ ∂(∇×H⃗)

∂t

∇ × (∇ × E⃗) = ∇(∇ · E⃗) − ∇2E⃗

}

⇒
∇(∇ · E⃗) − ∇2E⃗ = −µ ∂(∇×H⃗)

∂t

∇ · E⃗ = ρ
ε

∇ × H⃗ = J⃗ + ε ∂E⃗
∂t

 ⇒ ∇2E⃗ − µε
∂2E⃗

∂t2 = µ
∂J⃗

∂t
+ ∇ρ

ε

(27)
非齐次矢量波动方程

采用类似的计算过程，可得

∇2H⃗ − µε
∂2H⃗

∂t2 = −∇ × J⃗ (28)
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波动方程与电磁位函数
波动方程

若电磁波存在于没有场源的区域内（J⃗ = 0，ρ = 0），则有

齐次矢量波动方程

∇2E⃗ − µε
∂2E⃗

∂t2 = 0 (29)

∇2H⃗ − µε
∂2H⃗

∂t2 = 0 (30)
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波动方程与电磁位函数
2.电磁位函数及其方程

由亥姆霍玆定理，要唯一地确定一个矢量场，必须定义其散度和旋度。必须定

义 A 的散度，A 的散度可随意选取，此附加条件称为规范条件。
由于场矢量 E⃗ 和 H⃗ 与场源间的关系相当复杂，通过引入位函数，使
非齐次矢量波动方程的求解变为较简单的位函数的求解，来间接地求
解场矢量 E⃗ 和 H⃗。

∇ · B⃗ = 0
∇ · (∇ × A⃗) = 0

}
⇒令 B⃗ = ∇ × A⃗，称 A⃗ 为矢量磁位

对简单媒质

H⃗ = 1
µ

(∇ × A⃗) ∇ × E⃗ = −∂B⃗

∂t
= −∂(∇ × A⃗)

∂t
= −∇ × ∂A⃗

∂t
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波动方程与电磁位函数
电磁位函数及其方程

∇ × (E⃗ + ∂A⃗
∂t ) = 0

∇ × (∇ϕ) = 0

}
⇒令 E⃗ + ∂A⃗

∂t
= −∇ϕ，

E⃗ = −∇ϕ − ∂A⃗

∂t
称 ϕ 为标量电位

∇ × H⃗ = J⃗ + ε
∂E⃗

∂t
，∇ × ∇ × A⃗ = µJ⃗ + µε

∂

∂t
(−∇ϕ − ∂A⃗

∂t
)化简得

∇2A⃗ − µε
∂2A⃗

∂t2 = −µJ⃗ + ∇(∇ · A⃗ + µε
∂ϕ

∂t
)
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波动方程与电磁位函数
电磁位函数及其方程

洛仑玆规范和库仑规范
洛仑玆规范 ∇ · A⃗ = −µε ∂ϕ

∂t，则

∇2A⃗ − µε
∂2A⃗

∂t2 = −µJ⃗ (31)

非齐次矢量波动方程

∇ · E⃗ = ρ
ε

E⃗ = −∇ϕ − ∂A⃗
∂t

}
⇒ ∇2ϕ + ∂∇·A⃗

∂t = − ρ
ε

∇ · A⃗ = −µε ∂ϕ
∂t

}
⇒ ∇2ϕ − µε

∂2ϕ

∂t2 = −ρ

ε

(32)
非齐次标量波动方程

库伦规范
∇ · A⃗ = 0
∇2A⃗ − µε ∂2A⃗

∂t2 = −µJ⃗ + µε ∂∇ϕ
∂t ；∇2ϕ = − ρ

ε
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时谐电磁场的复数表示

时谐电磁场：瞬时场矢量的每一个坐标分量都以单一频率随时间作余
弦变化。
设直角坐标系中时谐电磁场的电场强度瞬时矢量为

E⃗(t) = a⃗xEx(t) + a⃗yEy(t) + a⃗zEz(t)

= a⃗xEx0 cos(ωt + φx) + a⃗yEy0 cos(ωt + φy) + a⃗zEz0 cos(ωt + φz)

定义复振幅

Ei(t) = Re[Ei0ejφiejωt] = Re[Ėi0ejωt], i = x, y, z

E⃗(t) = Re{[⃗axĖx + a⃗yĖy + a⃗zĖz]ejωt} = Re[ ˙⃗
Eejωt] (33)
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时谐电磁场的复数表示

˙⃗
E = a⃗xĖx + a⃗yĖy + a⃗zĖz 电场强度复矢量
∂nE⃗(t)

∂tn
= Re[(jω)n ˙⃗

Eejωt]

E⃗(t) 对时间的微分运算可化为对复矢量 ˙⃗
E 的代数运算
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时谐电磁场的复数表示
复数形式的麦氏方程组

∇ × E⃗(t) = −∂B⃗(t)
∂t

⇒

∇ × Re[ ˙⃗
Eejωt] = −Re[jω

˙⃗
Bejωt] ⇒

∇ × ˙⃗
E = −jω

˙⃗
B

复数形式的非限定性的麦克斯韦方程组

∇ × ˙⃗
E = −jωḂ (34a)

∇ × ˙⃗
H = J̇ + jωḊ (34b)

∇ · ˙⃗
B = 0 (34c)

∇ · ˙⃗
D = ρ̇ (34d)

复数形式的电流连续性方程

∇ · ˙⃗
J = −jωρ̇
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时谐电磁场的复数表示
复数形式的麦氏方程组

电磁场复矢量间满足的本构关系

˙⃗
D = ε

˙⃗
E

˙⃗
B = µ

˙⃗
H

˙⃗
J = σ

˙⃗
E

复数形式的限定性的麦克斯韦方程组为

∇ × ˙⃗
E = −jµω

˙⃗
H (35a)

∇ × ˙⃗
H = ˙⃗

J + jωε
˙⃗

E (35b)

∇ · ˙⃗
H = 0 (35c)

∇ · ˙⃗
E = ρ̇

ε
(35d)

为书写方便，将复矢量及复数符号上的小圆点“·”略去，根据表达式
中有无 j 或 ω 来判断关系式是否是复数形式。
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时谐电磁场的复数表示
复数形式的边界条件

在两种媒质的交界面上，用复数表示的边界条件为

−→an × (E⃗1 − E⃗2) = 0 (36a)
−→an × (H⃗1 − H⃗2) = J⃗s (36b)

−→an · (B⃗1 − B⃗2) = 0 (36c)
−→an · (D⃗1 − D⃗2) = ρs (36d)
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时谐电磁场的复数表示
矢量亥姆霍兹方程

非齐次矢量赫姆霍兹方程

∇ × ∇ × E⃗ − k2E⃗ = −jωµJ⃗

∇ × ∇ × H⃗ − k2H⃗ = ∇ × J⃗

其中 k = ω
√

µε = ω/v，称为电磁波的波数

∇2E⃗ + k2E⃗ = jωµJ⃗ + ∇ρ

ε
(37a)

∇2H⃗ + k2H⃗ = −∇ × J⃗ (37b)
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时谐电磁场的复数表示
4 复坡印亭矢量和复坡印亭定理

把

E⃗(t) = Re[E⃗ejωt] = 1
2 [E⃗ejωt + E⃗∗e−jωt]

H⃗(t) = Re[H⃗ejωt] = 1
2 [H⃗ejωt + H⃗∗e−jωt]

代入（26）得

Sav = 1
T

∫ T

0
[E⃗(t) × H⃗(t)]dt

= 1
4T

[
∫ T

0
(E⃗ × H⃗)ej2ωtdt +

∫ T

0
(E⃗∗ × H⃗∗)e−j2ωtdt +

∫ T

0
(E⃗ × H⃗∗ + E⃗∗ × H⃗)dt]

= 1
4(E⃗ × H⃗∗ + E⃗∗ × H⃗) = 1

2{1
2 [(E⃗ × H⃗∗) + (E⃗ × H⃗∗)∗]} = Re[1

2(E⃗ × H⃗∗)]

= Re{S⃗}

S⃗ = 1
2 (E⃗ × H⃗∗) 为复坡印亭矢量，代表复功率密度
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时谐电磁场的复数表示
复坡印亭矢量和复坡印亭定理

(ωe)av = 1
T

∫ T

0 ωe(t)dt 式中

ωe(t) = 1
2

D⃗(t) · E⃗(t) = 1
2

{1
4

[D⃗ejωt + D⃗∗e−jωt] · [E⃗ejωt + E⃗∗e−jωt]}

ωe = 1
2 E⃗ · D⃗∗ 复电场能量密度，ωm = 1

2 H⃗ · B⃗∗ 复磁场能量密度

(ωe)av = 1
2

Re[ωe] = 1
2

Re[1
2

E⃗ · D⃗∗] = 1
4

εE2

(ωm)av = 1
2

Re[ωm] = 1
2

Re[1
2

H⃗ · B⃗∗] = 1
4

µH2
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时谐电磁场的复数表示
4 复坡印亭矢量和复坡印亭定理

对于简单媒质，对复坡印亭矢量取散度，得

∇ · (1
2

E⃗ × H⃗∗) = 1
2

H⃗∗ · (∇ × E⃗) − 1
2

E⃗ · (∇ × H⃗∗)

∇ × E⃗ = −jωµH⃗ ∇ × H⃗ = J⃗ + jωεE⃗

化简得

−∇ · (1
2

E⃗ × H⃗∗) = j2ω(1
4

µH2 − 1
4

εE2) + 1
2

E⃗ · J⃗∗

对上式两端进行体积分，并对左端应用散度定理，得

−
∮

S

(1
2

E⃗ × H⃗∗) · dS⃗ = j2ω

∫
V

(1
4

µH2 − 1
4

εE2)dv + 1
2

∫
V

σE2dV

上海交通大学电子工程系 区域光纤通信网与新型光通信系统国家重点实验室 57/68



上海交通大学

5.0 本章概述 5.1 电磁感应定律 5.2 麦克斯韦方程组 5.3 时变场边界条件 5.4 坡印廷定理 5.5 波动方程 5.6 复数表示 5.7 作业

时谐电磁场的复数表示
复坡印亭矢量和复坡印亭定理

【例题 2 － 5】在自由空间中, 有一工作频率为 100MHZ 的时谐电磁场，
其电场强度复矢量表达式为

E⃗ = a⃗x0.12πej[ π
3 (x+

√
3y)− π

4 ] − a⃗z0.24πej[ π
3 (x+

√
3y)− π

3 ] V/m

求（1）电场强度的瞬时表达式（2）磁场强度的瞬时表达式
（3）平均能流密度矢量（4）平均电磁场能量密度
解: （1）由 E⃗(t) = Re[E⃗ejωt] 得

E⃗(t) = Re[{a⃗x0.12πej[ π
3 (x+

√
3y)− π

4 ] − a⃗z0.24πej[ π
3 (x+

√
3y)− π

3 ]}ejωt]

= a⃗x0.12π cos[2 × 108πt + π

3
(x +

√
3y)

− π

4
] − a⃗z0.24π cos[2 × 108πt + π

3
(x +

√
3y) − π

3
]

= a⃗xE⃗x(t) + a⃗yE⃗y(t)
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（2）由 ∇ × E⃗ = −jωµ0H⃗ 并在直角坐标系下展开，可以得到磁场强度
复矢量为

H⃗ = j

ωµ0
(∇ × E⃗) = j

2 × 108π × 4π × 10−7

 a⃗x a⃗y a⃗z
∂

∂x
∂

∂y
∂

∂z

E⃗x 0 E⃗z


= 10−3{a⃗x

√
3ej[ π

3 (x+
√

3y)− π
3 ] − a⃗yej[ π

3 (x+
√

3y)− π
3 ] + a⃗z

√
3

2
ej[ π

3 (x+
√

3y)− π
4 ]}

= a⃗xH⃗x(t) + a⃗yH⃗y(t) + a⃗zH⃗z(t) A/m

上海交通大学电子工程系 区域光纤通信网与新型光通信系统国家重点实验室 59/68



上海交通大学

5.0 本章概述 5.1 电磁感应定律 5.2 麦克斯韦方程组 5.3 时变场边界条件 5.4 坡印廷定理 5.5 波动方程 5.6 复数表示 5.7 作业

时谐电磁场的复数表示
复坡印亭矢量和复坡印亭定理

所以磁场强度瞬时矢量为

H⃗(t) = Re{[⃗ax

√
3ej[ π

3 (x+
√

3y)− π
3 ] − a⃗yej[ π

3 (x+
√

3y)− π
3 ] + a⃗z

√
3

2
ej[ π

3 (x+
√

3y)− π
4 ]}ejωt]

= a⃗x

√
3 cos[2 × 108πt + π

3
(x +

√
3y) − π

3
]

− a⃗y cos[2 × 108πt + π

3
(x +

√
3y) − π

3
]

+ a⃗z

√
3

2
cos[2 × 108πt + π

3
(x +

√
3y) − π

4
] mA/m
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（3）由于复坡印亭矢量为

S⃗ = 1
2

(E⃗ × H⃗∗) = 1
2

[⃗ax(−E⃗zH⃗∗
y ) + a⃗y(E⃗zH⃗∗

x − E⃗xH⃗∗
z ) + a⃗z(E⃗zH⃗∗

y )]

= −0.19 × (2a⃗x + a⃗y
5
√

3
2

+ a⃗zej π
12 ) µW/m2

所以平均能流密度矢量为

S⃗av = Re[S⃗] = −0.19 × (2a⃗x + a⃗y
5
√

3
2

+ a⃗z cos 15◦)

= −0.19 × (2a⃗x + a⃗y4.33 + a⃗z0.97) µW/m2

（4）平均电磁场能量密度为

wav = (we)av + (wm)av = 1
2

× 1
36π

× 10−9(|Ex|2 + |Ez|2)

= 1
72π

× 10−9[(0.12π)2 + (0.24π)2] = 3.14 × 10−12 J/m2
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【例题 2 － 6】位于 z = 0 和 z = b 处的两无限大的理想导体平行板之
间填充空气，如图 2 － 6 所示。两平行板之间存在一时谐电磁场，电
场强度的瞬时矢量为

E(t) = ayE0 sin(πz

b
) cos(ωt − kx)

求（1）磁场强度的瞬时矢量 H⃗(t)
（2）平均能流密度
（3）两导体表面上的面电流密度的瞬时矢
量 J⃗s(t)

xO

y

b

Figure 2: 图 2 － 6
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解：（1）根据电场强度的瞬时矢量 E⃗(t)，可以得其复矢量的表达式为

E⃗ = a⃗yE0 sin(πz

b
)e−jkx = a⃗yEy

将复矢量 E 带入复数形式的麦克斯韦第一旋度方程
∇ × E⃗ = −jωµ0H⃗，得

H⃗ = j

ωµ0
(∇ × E⃗) = j

ωµ0

a⃗x a⃗y a⃗z
∂

∂x
∂

∂y
∂

∂z

0 E⃗y 0


= −a⃗x

jπE0

ωµ0b
cos(πz

b
)e−jkx + a⃗z

kE0

ωµ0
sin(πz

b
)e−jkx

于是磁场强度的瞬时矢量

H⃗(t) = Re[H⃗ejωt]

= a⃗x
πE0

ωµ0b
cos(πz

b
) sin(ωt − kx) + a⃗z

kE0

ωµ0
sin(πz

b
) cos(ωt − kx)
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（2）因为复坡印亭矢量为

S⃗ = 1
2

(E⃗ × H⃗∗) = a⃗x
kE2

0
2ωµ0

sin2(πz

b
) − a⃗z

jπE2
0

4ωµ0b
sin(2πz

b
)

平均能流密度矢量为

S⃗av = Re[S⃗] = a⃗x
kE2

0
2ωµ0

sin2(πz

b
)
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（3）在 z = 0 处导体的右表面上，因为 a⃗n = a⃗z，
所以该导体表面上的面电流密度的瞬时表达式为

J⃗s(t)|z=0 = [⃗an × H⃗(t)]|z=0 = [⃗az × H⃗(t)]|z=0

= a⃗y
πE0

ωµ0b
sin(ωt − kx)

在 z = b 处导体的左表面上，因为 a⃗n = −a⃗z，

J⃗s(t)|z=b = [⃗an × H⃗(t)]|z=b = [−a⃗z × H⃗(t)]|z=b

= a⃗y
πE0

ωµ0b
sin(ωt − kx) = J⃗s(t)|z=0
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