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真空中静电场的基本方程
静电场的源—电荷和电荷密度

宏观上，可以用电荷密度来描述带电体的电荷分布。为此，定义体
电荷密度为

ρ = lim
∆v→0

∆Q

∆v
= dQ

dv
C/m3 (1)

其中 ∆Q 是体积元 ∆v 内包含的总电荷量。
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真空中静电场的基本方程
静电场的源—电荷和电荷密度

当电荷存在于一无限薄的薄层或截面很小的细线上时，将薄层或
细线上的电荷分布分别用面电荷密度或线电荷密度来描述较为方便。
定义面电荷密度 ρs 和线电荷密度 ρl 分别为

ρs = lim
∆s→0

∆Q

∆s
= dQ

ds
C/m2 (2)

ρl = lim
∆l→0

∆Q

∆l
= dQ

dl
C/m (3)

其中 ∆Q 分别是薄层的面积元 ∆s 或细线的长度元 ∆l 上的电荷
量。
于是，一个体积为 V、表面积为 s 以及线长为 l 上包含的总电荷可

分别对以上三式进行体、面和线积分得到，其表达式分别为

Q =
∫

V

ρdv, Q =
∫

s

ρsds, Q =
∫

l

ρldl (4)
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静电场的基本方程
库仑定律与电场强度

若两个带电体的尺寸远小于带电体之间的距离，则带电体可视为
点电荷。库仑定律是关于两个点电荷之间相互作用力的定量描述，它
是由法国物理学家库仑（C. A. Coulomb）于 1785 年通过实验总结出的
定律。
库仑定律叙述为：在真空中，两个点电荷 Q1 和 Q2（Q1，Q2 是

点电荷的电荷量，为方便起见，按习惯将 Q1，Q2 称为点电荷）之间相
互作用力的方向沿着这两个点电荷的连线，同号电荷相斥，异号电荷
相吸，作用力的大小与电量 Q1 和 Q2 的乘积成正比，而与这两个点电
荷之间的距离 R 的平方成反比。如 Figure 1所示。
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静电场的基本方程
库仑定律与电场强度
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Figure 1: 两个点电荷间的库仑力
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静电场的基本方程
库仑定律与电场强度

用数学表达式表示，有

F⃗21 = Q1Q2R⃗

4πε0R3 = a⃗R
Q1Q2

4πε0R2 N (5)

其中 F⃗21 表示点电荷 Q1 作用在点电荷 Q2 上的力，
ε0 = (1/36π) × 10−9 ≈ 8.854 × 10−12F/m，为真空的介电常数，
R⃗ = r⃗2 − r⃗1 = a⃗RR = a⃗R|r⃗2 − r⃗1|，是 Q1 到 Q2 的距离矢量。
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静电场的基本方程
库仑定律与电场强度

电场中某点的电场强度在量值和方向上等于一个实验电荷（一般
取为单位正电荷）在该点所受的力，即

E⃗ = F⃗

Q0
V/m (6)

式中试验电荷量 Q0 及其体积应尽可能小，从而使原电场受到的
影响可忽略不计。
这样，若空间中任一点 P 处的电场强为度，E⃗ 则作用于该点处点

电荷 Q 的作用力为
F⃗ = QE⃗ (7)

由此，可写出真空中距点电荷 Q 的距离为 R 处的点的电场强度为

E⃗ = QR⃗

4πε0R3 (8)
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静电场的基本方程
库仑定律与电场强度

一般地，若真空中有 n 个点电荷，则空间中任意点 P 处的总电场
强度为

E⃗ = 1
4π

n∑
i=1

Qi

R3
i

R⃗i (9)

式中，R⃗i = r⃗ − r⃗i 代表从 Qi 所在点到 P 点的距离矢量，方向由
点电荷 Qi 所在点（源点）指向场点 P。
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静电场的基本方程
库仑定律与电场强度

对真空中有限区域内连续分布的体电荷，设体电荷分布的体积为
v, 则体积 v 之外的任一点 P 处的电场强度为

E⃗ = 1
4πε0

∫
v

ρ(r⃗′)R⃗
R3 dv′ = 1

4πε0

∫
v

ρ(r⃗′)(r⃗ − r⃗′)
|r⃗ − r⃗′|

dv′ (10)

式中：r⃗ 为点 P 的矢径，r⃗′ 为体电荷元 dv′ 所在点的矢径。

类似地，以线、面分布的电荷产生的电场强度的表达式也容易写
出，此时只需将上式中的 ρ(r⃗′)dv′ 分别改写为 ρl(r⃗′)dl′ 和 ρs(r⃗′)ds′ 即
可。
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静电场的基本方程
高斯定理与电通量密度

除电场强度 E⃗ 外，通常还引出另外一个场矢量 D⃗，称为电通量密
度（或电位移矢量）。

真空中，电通量密度 D⃗ 可由电场强度 E⃗ 定义为

D⃗ = ε0E⃗ C/m2 (11)

应指出，到目前为止，我们仅限于讨论真空或自由空间的情况（由后续
内容可知，对简单媒质，D⃗ = εE⃗）。
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静电场的基本方程
高斯定理与电通量密度

高斯定理叙述为：穿过真空或自由空间中任意封闭面的电通量等
于此封闭面所包围的自由电荷总电量，即∮

s

D⃗ · ds⃗ = Q (12)∮
s

E⃗ · ds⃗ = Q

ε0
(13)

这是由德国的高斯（K. F. Gauss）于 1839 年导出的高斯定理的积分形
式。
若体电荷分布于封闭面所包围的体积内，则上式可写成∮

s

D⃗ · ds⃗ =
∫

v

ρdv (14)
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静电场的基本方程
高斯定理与电通量密度

对上式左端应用散度定理，则∫
v

∇ · D⃗dv =
∫

v

ρdv (15)

此式对任意的封闭面 s 所包围的体积均应成立，因此两端体积分
中的被积函数应相等。于是，在空间任一点处，可得

∇ · D⃗ = ρ (16)

这是高斯定理的微分形式，即空间任一点处电通量密度的散度等
于该点处的体电荷密度。上述方程是静电场的基本方程之一。
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静电场的基本方程
静电场的无旋性

如前所述，静电场中试验电荷（取为单位正电荷）所受到的作用力
为

F⃗ = Q0E⃗ (17)

这样，外力使试验电荷自场中 a 点移到 b 点所作的功为

Wba = −Q0

∫ b

a

E⃗ · d⃗l (18)

利用此式不难证明外力作功（或电场力作功）仅取决于静电场中
起点 a 和终点 b 的位置，而与 Q0 所经过的路径无关。
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静电场的基本方程
静电场的无旋性

这样，若使点电荷沿闭合路径移动，则外力所作的功为

Wba = −Q0

∫ b

a

E⃗ · d⃗l = 0 (19)

或 ∮
l

E⃗ · d⃗l = 0 (20)

这表明，静电场中电场强度 Q0 是无旋的或保守的，即静电场是无
旋场或保守场。
对上式利用斯托克斯定理，得

∇ × E⃗ = 0 (21)

上述方程也是静电场的基本方程之一。
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电位和电位方程
电位与电位差

电位

由此可见，
−→
E 可由一个标量函数表达因此引入电位 V

−→
E = −∇V

关于电位的讨论：电位为电场的辅助函数，是一个标量函数。“—”
表示电场指向电位减小最快的方向。在直角坐标系中

−→
E = −(−→a x

∂V

∂x
+ −→a y

∂V

∂y
+ −→a z

∂V

∂z
) (22)
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电位和电位方程
电位与电位差

电位差

电位差反映了电位空间中不同点处电位的变化量。
∇V = ∂V

∂l
−→a l ⇒ −→

E = − ∂V
∂l

−→a l)
⇒ dV = −−→

E · d
−→
l

⇒ Vba = Vb − Va = −
∫ b

a

−→
E · d

−→
l

关于电位差的说明：
A、意义：b、a 两点间的电位差等于将单位正电荷从 b 点移到 a

点过程中电场力做的功。
B、两点间的电位差有确定的值，只与首尾两点的位置有关，与积

分路径无关。
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电位和电位方程
电位参考点

显然，电位函数 V 不是唯一确定的，可以加上任意一个常数仍表
示同一电场，即

V ′ = V + C ̸= V,
−→
E = −∇V ′ = ∇(V + C) = −∇V (23)

为了使空间各点电位具有确定值，必须选定空间某一点作为电位参考
点，且令参考点的电位为 0，由于空间各点与参考点之间的电位差具有
确定值，所以该点的电位也就具有确定值。即

选择参考点的原则：

A. 应使电位表达式有意义； B. 应使电位表达式最简单； C. 同一问题只能有
一个电位参考点；电位参考点的电位一般设为 0。
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电位和电位方程
几种常见的电位方程

（1）、点电荷的电位

{
VP − VQ = −

∫ P

Q
E⃗ · d⃗l = (

∫ P ′

P
+

∫ Q

P ′)E⃗ · d⃗l

E⃗ = q
4πε0R2 a⃗R

⇒ VP − VQ = q

4πε0

∫ Q

P ′

a⃗R · dR⃗

R2 = q

4πε0
( 1
RP

− 1
RQ

)

(24)

若参考点选在无穷远处，即 RQ → ∞，则

VP = q

4πε0RP
, RP = |r⃗ − r⃗′| (25)

PO

P’

q

Q

说明：

若电荷分布在有限区域内，一般选择无穷远处为电位参考点。
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电位和电位方程
几种常见的电位方程

（2）、分布电荷体系在空间中产生的电位
体电荷： V (r⃗) = 1

4πε0

∫
V

ρ(r⃗′)dV
R

面电荷： V (r⃗) = 1
4πε0

∫
S

ρS(r⃗′)dS
R

线电荷： V (r⃗) = 1
4πε0

∫
l

ρl(r⃗′)dV
R

式中： R = |r⃗ − r⃗′|，电位参考点均选在无穷远处。

引入电位函数的意义：

简化电场的求解！在某些情况下，直接求解电场强度很困难，但求解电
位函数则相对简单，因此可以通过先求解电位函数，再求解电场强度。
——间接求解法。

上海交通大学电子工程系 区域光纤通信网与新型光通信系统国家重点实验室 22/92



上海交通大学

2.1 静电场方程 2.2 电位 2.3 介质中电场 2.4 电容 2.5 边界条件 2.6 边值问题 2.7 静电场能量 2.8 作业

电位和电位方程
静电场电位方程的建立

在存在电荷分布的区域内（有源区），均匀媒质中的电位方程为{
∇ · E⃗ = ρ

ε

E⃗ = −∇V

⇒ ∇2V = −ρ

ε

(26)

即 ∇2V = − ρ
ε，电位的泊松方程。

在无源区中，ρ = 0

∇2V = 0，电位的拉普拉斯方程。

应用：

用于求解静电场的边值问题。
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电位和电位方程
例 2.1

求无限长线电荷在真空中产生的电场。

分析：电场方向垂直圆柱面，大小只与 r
有关。

解答：取如 Figure 2 所示高斯面，由高斯
定律，有 ∮

S

E⃗(r⃗) · dS⃗ = Q

ε0

⇒ E⃗(r⃗) · (2πrl · a⃗r) = ρl · l

ε0

⇒ E⃗ = ρl

2πε0r
· a⃗r Figure 2: 例 2.1 题图
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电位和电位方程
例 2.2

真空中间距为 l 的两根无限长平行双导线构成的平行双线的横截面，假设平行
双线上电荷均匀分布，线电荷密度分别为 ±ρl。求空间任一点 p 处的电位。

解答：线电荷 ±ρl 在点 P 产生的电位

V+ =
∫ p0

p

E⃗+ · d⃗l =
∫ p0

A

E⃗l · d⃗l

=
∫ r0+

r+

ρl

2πε0r
dr = ρl

2πε0
ln(r0+

r+
)

线电荷 −ρl 在 P 点的产生的电位：

V− =
∫ p0

B

E⃗− · d⃗l = −
∫ r0+

r−

ρl

2πε0r
dr

= − ρl

2πε0
ln(r0−

r−
)

pE- E+

x

r-r+

+ρ
l -ρ

l

p

B A

P
0

r
0+

l

r
0-

Figure 3: 例 2.2 题图
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电位和电位方程
例 2.2

P 点的总电位：

VP = V+ + V− = ρl

2πε0
ln(r−

r+
) + ρl

2πε0
ln(r0+

r0−
) = ρl

2πε0
ln(r−

r+
) + C

若 r0+ = r0− = l/2，C = 0，则 P 点电位为

VP = ρl

2πε0
ln(r−

r+
) = ρl

4πε0
ln (x − l/2)2 + y2

(x + l/2)2 + y2
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电位和电位方程
例 2.2

有两块无限大的导体平板分别置于 x = 0 处，己知 x = 0 处，V = 0 ；x = a
处，V = V0 在两导体平板间有体电荷密度 ρ = ρ0x/a 的电荷分布。求两导体
平板间的电位和电场分布。

解答：
两导体间的电位满足泊松方程：∇2V = − ρ

ε0
，

由于电位 V 与 y，z 无关，所以 ∇2V = d2V
dx2 = − ρ0x

ε0a
，

积分得，V = − ρ0
6ε0a

x3 + C1x + C2

利用边界条件：V |x=0 = 0，V |x=a = V0，可得 C1 = V0
a

+ ρ0a
6ε0
，C2 = 0.

则 V = − ρ0
6ε0a

x3 + ( V0
a

+ ρ0a
6ε0

)x

电场强度 E⃗ = −∇V = − dV
dx

a⃗x = [ ρ0
2ε0a

x2 − ( V0
a

+ ρ0a
6ε0

)]⃗ax
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电介质中的电场
电偶极子的电位和电场强度

电偶极子，指真空中由一对相距小距离的等值异号电荷构成的场源系
统。
电偶极矩，p⃗ = Qd⃗，方向由负电荷指向正电荷。
选取如 Figure 4 所示得球坐标系，则 P 点电位为：

V = Q

4πε0
( 1
R+

− 1
R−

) = Q

4πε0

R− − R+

R−R+
(27)

V ≈ Qd cos θ

4πε0R2 = p⃗ · a⃗R

4πε0R2 (R ≫ d) (28)

电场强度为
E⃗ = −∇V = a⃗R

2p cos θ

4πε0R3 + a⃗θ
p sin θ

4πε0R3 (29)
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电介质中的电场
电偶极子的电位和电场强度

d

- Q

+ Q

z

θ

O

p

R

R-

R+

p

Figure 4: 电偶极子示意图 Figure 5: 电偶极子的电力线分布

R+ = [R2 + (
d

2
)2 − 2R(

d

2
) cos θ]1/2 ≈ R − (

d

2
) cos θ

R− = [R2 + (
d

2
)2 + 2R(

d

2
) cos θ]1/2 ≈ R + (

d

2
) cos θ

R+R− = R2 − [(
d

2
cos θ)]2 ≈ R2
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电介质中的电场
电介质

电介质：指导磁率为 µ0 的媒质（电导率很小）。

1. 电介质可分为无极性介质和有极性介质。电介质可以看作内部存
在大量不规则且方向迅速变化的分子极矩的电荷系统。

2. 热平衡时，分子无规则运动，分子极矩取向各方向概率相同，介质
在宏观上不显出电特性。

3. 电介质的极化：在外加电场的作用下，无极分子变为有极性分子，
有极分子的取向一致，宏观上出现电偶极矩，表现出电特性。
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电介质中的电场
极化强度矢量

极化强度矢量：

用极化强度矢量 P⃗ 表示电介质被极化的程度。

P⃗ = lim
∇V →0

1
∇V

∑
p⃗ (30)

物理意义：单位体积内电偶极矩的矢量和。
说明：对于线性、各向同性电介质，P⃗ = ε0χeE⃗，χe：电介质的极化率。
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电介质中的电场
极化强度矢量

极化介质中体积元 dV 内电偶极矩在任意一点 P 处产生的电位微元为
dϕ = P⃗ ·R⃗dV ′

4πε0R3

ϕ = 1
4πε0

∫
V ′

P⃗ · R⃗

R3 dV ′

= 1
4πε0

P⃗ · ∇′( 1
R

)dV ′

= 1
4πε0

[
∫

V ′
∇′ · ( P⃗

R
)dV ′ −

∫
V ′

∇′ · P⃗

R
dV ′]

= 1
4πε0

∮
S′

P⃗ · a⃗n

R
dS′ + 1

4πε0

∫
V ′

−∇′ · P⃗

R
dV ′

(31)

束缚体电荷密度：ρp = −∇ · P⃗ 束缚面电荷密度：ρps = P⃗ · a⃗n

注：P⃗ · ∇′1/R = ∇′ · (P⃗ /R) − (∇′ · P⃗ )/R
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电介质中的电场
极化电荷

极化电荷：

电介质被极化后，在其内部和分界面上将出现电荷分布，这种电
荷称为极化电荷。由于相对于自由电子而言，极化电荷不能自由运动，
故也称为束缚电荷。
位于电介质内部的极化电荷称为体极化电荷，体极化电荷密度为

ρp = −∇ · P⃗

位于电介质表面的极化电荷称为面极化电荷，面极化电荷密度为

ρpS = P⃗ · a⃗n
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电介质中的电场
电介质中的高斯定理荷

∇ · E⃗ = ρ+ρp

ε0
，∇ · (ε0E⃗ + P⃗ ) = ρ

任一媒质中的电通量密度定义为

D⃗ = ε0E⃗ + P⃗ = ε0(1 + χe)E⃗ = ε0εrE⃗ = εE⃗ (32)

式中 ε 称为介质的介电常数，εr 是介质的相对介电常数。
微分形式的高斯定理：

∇ · D⃗ = ρ (33)

积分形式的高斯定理： ∮
S

D⃗ · dS⃗ = Q (34)

说明：D⃗ 的源是自由电荷，而 E⃗ 源既包含自由电荷也包含束缚电荷。
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边界条件
例 2.3

在真空中有一半径为 a 的球体，球体中均匀充满体电荷度为 ρ 的电荷，已知
球内的介电常数为 ε0，求球内、外的电位和电场强度的表达式。

分析： 本题有多种解题思路。典型的一种求解思路是利用高斯定理求出球内、
外的电场强度在选取无穷远处为电位参者点的怙况下，根据电场强度求球内、
外的电位。这里采用另一种题思路。即利用电位方程和边界条件求电位，然后
由电位求电场强度。

解答：(1) 求球内、外的电位

设球内外的电位分别为 ϕ1 和 ϕ2，又由于球内的电荷均匀分布，故球内外的场
分布具有球对称性。于是，ϕ1 和 ϕ2 满足以下的泊松方程和拉昔拉斯方程

∇2ϕ1 = 1
R2

d

dR
(R2 dϕ1

dR
) = − ρ

ε0
, (R ≤ a)

∇2ϕ2 = 1
R2

d

dR
(R2 dϕ2

dR
) = 0, (R > a)
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边界条件
例 2.3
将以上两个方程积分两次，可得 ϕ1 和 ϕ2 通解为：

ϕ1 = − ρ

6ε0
R2 − A

R
+ B

ϕ2 = −C

R
+ D

若选取电位的参考点在无远处，则球外两区域中的电位 ϕ1 和 ϕ2 满足以下边
界条件：

ϕ1|R=a = ϕ2|R=a

ε0
∂ϕ1

∂R
|R=a = ε0

∂ϕ2

∂R
|R=a

ϕ2|R→∞ = 0
ϕ1|R=0 ̸= ∞

将 ϕ1 和 ϕ2 的通解代入，得 A=0，D=0，C=− ρa3

3ε0
，B= ρa2

2ε0
。所以

ϕ1 = −ρa2

6ε0
+ −ρa2

2ε0
, (R ≤ a)

ϕ2 = − ρa3

3ε0R
, R > a
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静电场导体系统中的电容
静电场中导体的特点

导体是指内部有大量自由电荷的媒质。
静电平衡状态:
导体在静电场中处于静电平衡状态，导体内部不存在电荷，电荷

只能分布在表面，导体内部任意点电场强度为 0，此时导体是等位体，
导体表面是等位面。
静电感应现象：外电场使导体内部电荷重新分配的现象。
感应电荷:
带电导体的电位高低决定于所带电荷、自身形状以及附近电荷。
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静电场导体系统中的电容
电容器和电容

孤立导体的电位决定于本身的形状，并与所带电量成正比。
孤立导体的电容：孤立导体所带电荷量与其电位之比。

C = Q

V
(35)

关于孤立导体电容的说明：

电容 C 只与导体几何性质、导体间距和周围介质有关。两个导体构成
电容器，若导体电位分别为 V1，V2，带电量分别为 Q，-Q，则定义电
容器电容为

C = Q

V1 − V2
(36)
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静电场导体系统中的电容
例 2.4

平行双线，导线半径为 a，导线轴线距离为 D，求：平行双线单位长度
的电容。（a ≪ D）

解答：设导线单位长度带电分别为 +ρl 和 −ρl，
易于求得，在 P 点处，
E⃗1 = ρl

2πε0x e⃗x, E⃗2 = −ρl

2πε0(D−x) (−e⃗x)

∴ E⃗ = E⃗1 + E⃗2 = ρl

2πε0
( 1
x

+ 1
D − x

)e⃗x

导线间电位差为：

U =
∫ D−a

a

E⃗ · dx⃗ = ρl

πε0
ln D − a

a

电容：C = πε0
ln(D−a)−ln a

y

x
x

D
a

P

ρl -ρl

Figure 6: 例 2.4 题图
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静电场导体系统中的电容
例 2.5

计算同轴线内外导体间单位长度电容。

解答： 设同轴线内外导体单位长度带电量分别为
+ρl 和 −ρl, 则内外导体间电场分布为：

E⃗ = ρl

2πε0r
e⃗r

内外导体电位差为：

U =
∫ b

a

E⃗ · dr⃗

导体间电容为：

C = Q

U
= 2πε0

ln b − ln a

Figure 7: 例 2.5 题图
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静电场的边界条件
电场强度的边界条件

∮
l

E⃗ · d⃗l = E⃗1 · ∆l⃗ − E⃗2 · ∆l⃗

= E1t∆l − E2t∆l = −
∫

∆S

∂B⃗

∂t
· dS⃗ = 0

lim
∆S→0

∫
∆S

∂B⃗

∂t
· dS⃗ = 0

a⃗n × (E⃗1 − E⃗2) = 0 ⇔ E1t = E2t

a
n

Δl

ΔhE
2n

E
1n

E
2

E
1

E
2t

E
1t

结论：
电场强度在不同媒质分界面两侧切向分量连续。
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静电场的边界条件
电通密度的边界条件

∮
S

D⃗ · dS⃗ = D⃗1 · a⃗n∆S − D⃗2 · a⃗n∆S

= (D1n − D2n)∆S = ∆Q

(D⃗1 − D⃗2) · a⃗n = ρS (37)
D1n − D2n = ρS (38)

a
n

Δs

ΔhD
2n

D
1n

D
 

D
!

D
2t

D
1t

结论：
电通密度在不同媒质分界面两侧的法向分量不连续，其差值恰好等于
分界面上自由电荷面密度。
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两种媒质交界面上的边界条件
电场矢量 E 和 D 的边界条件

在求解静电场的边值问题时，经常需要两种不同媒质交界面上的边界
条件。
a⃗n × (E⃗1 − E⃗2) = 0
a⃗n · (D⃗1 − D⃗2) = ρS

A: 理想介质 1 与理想导体 2 的交界面：

Med.1 =

{
E⃗1t = 0

D⃗1n = ρS ⇒ E⃗1n = ρS/ε1
Cond.2 =

{
E⃗2t = 0

D⃗2n = 0, E⃗2n = 0
导体表面介质 1 中的静电场总是垂直于导体表面
B: 两种理想介质的交界面，不含自由面电荷：
E⃗1t = E⃗2t, D⃗1n = D⃗2n ⇔ ε1E⃗1n = ε2E⃗2n

E⃗1n − E⃗2n = ρpS

ε0
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两种媒质交界面上的边界条件
电位 V 的边界条件

A: V1 = V2 交界面处电位连续：
B: Din = εiEin = −εi

∂Vi

∂n , i = 1, 2
n: 交界面法向方向
ε2

∂V2
∂n − ε1

∂V1
∂n = ρs

交界面处存在自由面电荷，电位导数不连续。

𝜀𝜀0𝐸𝐸1𝑛𝑛 + 𝑃𝑃1𝑛𝑛 = 𝜀𝜀0𝐸𝐸2𝑛𝑛 + 𝑃𝑃2𝑛𝑛
𝐸𝐸1𝑛𝑛 − 𝐸𝐸2𝑛𝑛 =

(𝑃𝑃2𝑛𝑛 − 𝑃𝑃1𝑛𝑛)
𝜀𝜀0

𝑃𝑃2𝑛𝑛 − 𝑃𝑃1𝑛𝑛 = 𝜌𝜌𝑝𝑝𝑝𝑝
𝜌𝜌𝑝𝑝𝑝𝑝1 = −𝑃𝑃1 ⋅ �⃑�𝑎𝑛𝑛,𝜌𝜌𝑝𝑝𝑝𝑝2 = 𝑃𝑃2 ⋅ �⃑�𝑎𝑛𝑛,𝜌𝜌𝑝𝑝𝑝𝑝 = 𝜌𝜌𝑝𝑝𝑝𝑝1 + 𝜌𝜌𝑝𝑝𝑝𝑝2
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边界条件
例 2.6

同轴线内导体半径为 a，外导体半径为 b ，内外导体间充满介电常数
分别为 ε1 和 ε1 的两种理想介质，分界面半径为 c。己知外导体接地，
内导体电压为 U 。求：
(1) 导体间的 E⃗ 和 D⃗ 分布；(2) 同轴线单位长度的电容。

分析：电场方向重直于边界，由边界条件可知，
在媒质两边 D⃗ 连续。
解答：设内导体单位长度带电量为 ρl，由高斯定
律，可以求得两边媒质中：

D⃗ = ρl

2πr
e⃗r ⇒

{
E⃗1 = D⃗/ε1

E⃗2 = D⃗/ε2

Figure 8: 例 2.4 题图
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边界条件
例 2.6

∴ U =
∫ c

a

E⃗1 · dr⃗ +
∫ b

c

E⃗2 · dr⃗ = ρl

2πε1
ln c

a
+ ρl

2πε2
ln b

c

⇒ ρl = 2πε1ε2U

ε2 ln c
a + ε1 ln b

c

D⃗ = ε1ε2U

(ε2 ln c
a + ε1 ln b

c ) · r

⇒ E⃗ =


ε2U

(ε2 ln c
a +ε1 ln b

c )·r , (a < r < c)
ε1U

(ε2 ln c
a +ε1 ln b

c )·r , (c < r < b)
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边界条件
例 2.7
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静电场边值问题的解法
概述

静电场边值问题

1 第一类边值问题（Dirichlet 问题）:
己知全部边界上的电位分布;

2 第二类边值问题（Neumann 问题）：
己知边界上电位的法向导数；

3 第三类边值问题（Robbin 问题）：
己知一部分边界上的电位和另一部分边界
上的法向导数，强调电位函数的唯一性定
理。

分离变量法是求解拉普拉斯方程的最基本的方法

主要用于求解二维和三维的问题。
镜像法可以求解不便于用其他方法求解的一类特殊的边值问题。

上海交通大学电子工程系 区域光纤通信网与新型光通信系统国家重点实验室 52/92



上海交通大学

2.1 静电场方程 2.2 电位 2.3 介质中电场 2.4 电容 2.5 边界条件 2.6 边值问题 2.7 静电场能量 2.8 作业

静电场边值问题的解法
分离变量法

在直角坐标系中，电位的拉普拉斯方程为

∂2V

∂x2 + ∂2V

∂y2 + ∂2V

∂z2 = 0 (39)

设 V (x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z)，整理得

1
X

∂2X

∂x2 + 1
Y

∂2Y

∂y2 + 1
Z

∂2Z

∂z2 = 0 (40)
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静电场边值问题的解法
分离变量法

为使所有的 x,y,z 满足此式，三项中的每一项都必须等于一个常数。设
这三个常数分别为 −k2

x,−k2
y,−k2

z 则

d2X

dx2 + k2
xX = 0

d2Y

dy2 + k2
yY = 0

d2Z

dz2 + k2
zZ = 0

(41)

k2
x + k2

y + k2
z = 0，k2

x,k2
y 和 k2

z 称为分离常数（本征值）。

1
X

∂2X

∂x2 + 1
Y

∂2Y

∂y2 + 1
Z

∂2Z

∂z2 = 0 (42)
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静电场边值问题的解法
分离变量法

对方程（41）中第一个方程，若 kx = 0，则 X 的通解为 X = A0 + B0x。
若 k2

x > 0，设 kx = k > 0，则其通解为

X = A1e−jkx + B1ejkx (43)

或
X = A2 cos(kx) + B2 sin(kx) (44)

若 k2
x < 0，设 k2

x = −k2, k > 0，则原方程通解为

X = A3e−kx + B3ekx (45)

或
X = A4 cosh(kx) + B4 sinh(kx) (46)
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静电场边值问题的解法
分离变量法

类似地，可得到 y,z 方程的通解。若电位 V 是 x 和 y 的二维函数，设
k2

x ⩾ 0，k2
y ⩽ 0，且 |kx| = |ky| = k，k > 0，通解：

V =(A0 + B0x)(C0 + D0y)+

(A1 cos kx + B1 sin kx)(C1 cosh ky + D1 sinh ky)
(47)

级数形式通解：

V =(A0 + B0x)(C0 + D0y)+
n∑

i=1
(Ai cos kix + Bi sin kix)(Ci cosh kiy + Di sinh kiy)

(48)

上海交通大学电子工程系 区域光纤通信网与新型光通信系统国家重点实验室 56/92



上海交通大学

2.1 静电场方程 2.2 电位 2.3 介质中电场 2.4 电容 2.5 边界条件 2.6 边值问题 2.7 静电场能量 2.8 作业

分离变量法
例 2.8

有一横截面为矩形的长金属盒，金属盒的四条棱线处均有无穷小的隙
缝使四个边缘互相绝缘，边壁上的电位分布如图所示。求金属盒内的
电位分布。

分析：因为这是一个长金属盒，可认为电位沿 Z
方向无变化，所以此边值问题是一个二维的封闭
平面场问题。

Figure 9: 例 2.8 题图
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分离变量法
例 2.8
解答： 电位 V (x, y, z) 满足的定解问题为

∂2V

∂x2 + ∂2V

∂Y 2 = 0

∂V

∂x
|x=0 = 0

V |x=a = V0

V |y=0 = 0
V |y=b = 0

根据 V 在 y 方向满足的边界条件可知，ky 应取正实数。kx 为纯虚数。故
V (x, y) 通解为

V = (A cosh kx + B sinh kx)(C cos ky + D sin ky)

由于 |kx| = |ky| = k， ∂V
∂x

|x=0 = 0 ⇒ B = 0；V |y=0 ⇒ C = 0；
V |y=b ⇒ k = nπ/b, n = 1, 2, · · · 则

V =
∞∑

n=1

An cosh(nπ

b
x) sin(nπ

b
y)

上海交通大学电子工程系 区域光纤通信网与新型光通信系统国家重点实验室 58/92



上海交通大学

2.1 静电场方程 2.2 电位 2.3 介质中电场 2.4 电容 2.5 边界条件 2.6 边值问题 2.7 静电场能量 2.8 作业

分离变量法
例 2.8

V |x=a = V0 ⇒

V0 =
∞∑

n=1
An cosh(nπ

b
a) sin(nπ

b
y)

上式两端同乘上 sin( mπ
b y)，从 0 到 b 积分得：∫ b

0
V0 sin(mπ

b
y)dy =

∫ b

0
sin(mπ

b
y)

∞∑
n=1

An cosh(nπ

b
a) sin(nπ

b
y)dy

=
∞∑

n=1
An cosh(nπ

b
a)

∫ b

0
sin(mπ

b
y) sin(nπ

b
y)dy

由三角函数正交性，只有 m = n 时，上式右端积分不为零。
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分离变量法
例 2.8

∫ b

0 sin2( nπ
b y)dy = b

2∫ b

0
V0 sin(nπ

b
y)dy =

{
0, n = 2m, m ∈ Z,
2bV0
nπ , n = 2m + 1, m ∈ Z,

⇒ An = 4V0

nπ cosh nπa
b

所以，金属盒内任一点的电位 V (x, y) 为

V = 4V0

π

∞∑
k=0

cosh[(2k + 1) πx
b ] sin[(2k + 1) πy

b ]
(2k + 1) cosh[(2k + 1) πa

b ]
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静电场边值问题的解法
镜像法

电位函数的唯一性原理：对于任何一种边值问题，满足边界条件的电
位泊松方程和拉普拉斯方程的解是唯一的。

镜像法基本原理：在保持边界不变的情况下，将边界移去，在待求区域
外部适当位置上放置一些称为镜像电荷的等效电荷，从而将求解有边
界的问题转换为求解无边界的问题。

本章只讨论静电场中三个具有导体边界的应用实例。

1 接地导电平面附近的点电荷

2 导体圆柱和平行线电荷

3 导体球和点电荷
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静电场边值问题的解法
接地平面导体的镜像

Figure 10: 平面导体的镜像

a. ∇2ϕ = 0
空气中除点电荷外

ϕ|导板 = 0
∮

S

D⃗ · dS⃗ = q

b. ∇2ϕ = 0
上半场域除点电荷外

ϕ = q

4πϵ0r
− q

4πϵ0r
= 0

∮
S

D⃗ · dS⃗ = q

方程相同，边界条件相同，解惟一。
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p(x, y, z)

𝜀𝜀0
𝜀𝜀0

R+

R—

Figure 11: 无限大接地导电平面上方的点电荷

如上图所示，设在无限大接地导电平面上方有一电量为 Q 的点电荷，
点电荷与平面间的距离为 d。应用镜像法，求导电平面上方点电荷存在
的空间中任一点 P 处的电位。
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点电荷对相交接地平面导体边界的镜像

如图，两半无限大接地导体平面垂直相交。
要满足在导体平面上电位为零，则必须引
入 3 个镜像电荷。

对于非垂直相交的两导体平面构成的边界，
若夹角为 θ = π

n，则所有镜像电荷数目为
2n − 1 个。
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静电场导体系统中的电容
例 2.9

两无限大接地导体平板相交成如上图所示的角形区域，一点电荷 Q 处
于该直角形区域中的点 P0(x0, y0, 0) = P0(1, 1, 0) 处。
（1）求点电荷 Q 在 P(x,y,z) = P(2,1,1) 处的电位和电场强度的表达式；
（2）求点电荷 Q 受到的电场力；
（3）导出水平和垂直接地导体平板上的感应面电荷密度的表达式。

P0(1,1,0)
Q

O
x

y

x

y

z

Qi2(-1,1,0)

Qi3 (-1,-1,0) Qi1(1,-1,0)

P0(1,1,0)

P(2,1,1)

R1
R2

R3

R4

Figure 12: 例 2.9 题图
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静电场导体系统中的电容
例 2.9

解答：
镜像电荷有 3 个，即𝑄𝑄𝑖𝑖1 = −𝑄𝑄，位置坐标为(1,-1,0)；𝑄𝑄𝑖𝑖2 = −𝑄𝑄，位

置坐标为(－1,1,0)；𝑄𝑄𝑖𝑖3 = 𝑄𝑄，位置坐标为(－1,-1,0)，它们的坐标

如右图所示。 

（1）场点𝑝𝑝(2,1,1)处的电位为 

𝑉𝑉𝑝𝑝 =
𝑄𝑄

4𝜋𝜋𝜀𝜀0
(

1
𝑅𝑅1

−
1
𝑅𝑅2

+
1
𝑅𝑅3

−
1
𝑅𝑅4

) = 2.25 × 109𝑄𝑄 

式中，各镜像电荷与场点之间的距离为𝑅𝑅1 = √2，𝑅𝑅2 = √10，𝑅𝑅3 = √14，
𝑅𝑅4 = √6。而场点𝑝𝑝(2,1,1) 处的电场强度为 

31 2 4

1 2 3 42 2 2 2
0 1 2 3 4 0 0 0 0

9

( )
4 8 40 56 24
(2.23 0.88 2.46 ) 10

RR R R
p R R R R

x y z

aa a aQ Q Q Q QE a a a a
R R R R

a a a Q
πε πε πε πε πε

= − + − = − + −

= − + ×

  



   

    

式中�⃗�𝑎𝑅𝑅1 = 1
√2

(�⃗�𝑎𝑥𝑥 + �⃗�𝑎𝑧𝑧)，�⃗�𝑎𝑅𝑅2 = 1
√10

(3�⃗�𝑎𝑥𝑥 + �⃗�𝑎𝑧𝑧)，�⃗�𝑎𝑅𝑅3 = 1
√14

(3�⃗�𝑎𝑥𝑥 + 2�⃗�𝑎𝑦𝑦 +

�⃗�𝑎𝑧𝑧)，�⃗�𝑎𝑅𝑅4 = 1
√6

(�⃗�𝑎𝑥𝑥 + 2�⃗�𝑎𝑦𝑦 + �⃗�𝑎𝑧𝑧)。 
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静电场导体系统中的电容
例 2.9

（2）点电荷 Q 受到的电场力为 
2 2 2

0 0
2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2

0 0 0
9 2

( )
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（3）水平和垂直接地导体平板上的感应面电荷密度𝜌𝜌𝑠𝑠' 和𝜌𝜌𝑠𝑠''分别为 

3 3
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3 3
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据此，可进一步导出水平和垂直导体平板上的感应电荷𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖' 和𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖'' 的值。

且容易证明𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖' + 𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖'' = 𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑄𝑄。 
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静电场边值问题的解法
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Figure 13: 无限长导体圆柱和平行线电荷

半径为 a 的无限长接地导体圆柱外有一根与之平行的无限长线电荷，设线
电荷的电荷密度为 ρl，圆柱轴线与线电荷间的距离为 d，截面如上图所示。根
据唯一性定理，导体圆柱外电位应满足条件：(1) 除 ρl 所在点外，空间中
∇2V = 0; (2) 导体圆柱及无穷远处电位为 0。利用镜像法求接地导体圆柱外任
一点 p(r, ϕ) 处电位。

上海交通大学电子工程系 区域光纤通信网与新型光通信系统国家重点实验室 69/92



上海交通大学

2.1 静电场方程 2.2 电位 2.3 介质中电场 2.4 电容 2.5 边界条件 2.6 边值问题 2.7 静电场能量 2.8 作业

静电场边值问题的解法
导体圆柱和平行线电荷

11

0 0

0 1 0 1

0 1 0 1

2

ln ln
2 2

,

,
2 2

sin sin 0
2 2

( )

i

l i
p i

i l i

i Rl R

i

i

l i
i i

i

i l
i l

ii

P

V R R C

d a d

M

aa
E E

R R

E E
R R

a
d dd

t t

r r
pe pe

r r

rr

pe pe

r r
a a

pe pe

r r
r r

= - - +

= =

+ = + =

= -ì = -ìï
Þ í í

== îï

vv

v v

d

ε
0

ε
0

M

O

Q

a R
1

d
1

ρ
l

ρ
i

φ

R
i1

E

E
i

α

α
i

M
V

r
= 1 1

0 1 0 1

ln( ) 0 ln( )
2 2

l i l i
R R

C C
R R

r

pe pe
+ = Þ = -

上海交通大学电子工程系 区域光纤通信网与新型光通信系统国家重点实验室 70/92



上海交通大学

2.1 静电场方程 2.2 电位 2.3 介质中电场 2.4 电容 2.5 边界条件 2.6 边值问题 2.7 静电场能量 2.8 作业

静电场边值问题的解法
导体圆柱和平行线电荷
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面电荷密度为
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静电力：

上海交通大学电子工程系 区域光纤通信网与新型光通信系统国家重点实验室 71/92



上海交通大学

2.1 静电场方程 2.2 电位 2.3 介质中电场 2.4 电容 2.5 边界条件 2.6 边值问题 2.7 静电场能量 2.8 作业

静电场边值问题的解法
导体圆柱和平行线电荷

1

0 0

ln( ) ln( )
2 2

l i l
R Cd

V
R a r

r r

pe pe
= +

P(r , θ)

R

qq’d ’
θ

d

0

01

0 0 0

(2)

ln( ) ln( ) ln( )
2 2 2

l

l i l l
R Cd a

V
R a r r

r

r r r

pe pe pe
= + +

上海交通大学电子工程系 区域光纤通信网与新型光通信系统国家重点实验室 72/92



上海交通大学

2.1 静电场方程 2.2 电位 2.3 介质中电场 2.4 电容 2.5 边界条件 2.6 边值问题 2.7 静电场能量 2.8 作业

静电场边值问题的解法
导体球和点电荷

θ

P(R, θ, φ)

Q
ε

#

a

ε
0

ε
0

M

O

Q
1 Q

a

θ

r
1

p
l

p
l

r
i1

d
1

d

Figure 14: 接地导体球和点电荷

一半径为 a 接地导体球外有一电荷量为 Q 的点电荷，球心和点电
荷间的距离为 d(d>a)，求球外任一点的电位。
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讨论：导体球不接地不带电时
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例 2.10

一无限大接地导体平面上有一半径为 a 的半球形导体凸块，此凸块附
近有一点电荷。试确定此电荷的镜像电荷。
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Figure 15: 例 2.10 题图
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静电场边值问题的解法
例 2.11

在无限大的理想接地导体平面上有一半径为半球形导体凸部，半球的
球心在导体平面上，若在球的对称轴上距球心处放一点电荷，如
Figure 16 所示。
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Figure 16: 例 2.11 题图
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静电场边值问题的解法
镜像法总结

镜像法的理论基础

静电场惟一性定理.

镜像法的实质

用虚设的镜像电荷替代未知电荷的分布，使计算场域为无限大均匀媒质.

镜像法的关键

确定镜像电荷的个数、大小及位置.

镜像法注意事项

镜像电荷只能放在待求场域以外的区域。叠加时，要注意场的适用区域。
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静电场的能量、能量密度及电场力

Ω

Q
1

Q
3

Q
2p

1

p
3

p
2

∞

𝑊𝑊𝑒𝑒= 𝑊𝑊𝑒𝑒𝑒 + 𝑊𝑊𝑒𝑒𝑒+𝑊𝑊𝑒𝑒𝑒= 0 + 𝑄𝑄𝑒𝜙𝜙𝑒,𝑒 + 𝑄𝑄𝑒 𝜙𝜙𝑒,𝑒 + 𝜙𝜙𝑒,𝑒
𝑊𝑊𝑒𝑒 = 𝑊𝑊𝑒𝑒𝑒 + 𝑊𝑊𝑒𝑒𝑒 + 𝑊𝑊𝑒𝑒𝑒 = 0 + 𝑄𝑄𝑒𝜙𝜙𝑒,𝑒 + 𝑄𝑄𝑒(𝜙𝜙𝑒,𝑒 + 𝜙𝜙𝑒,𝑒)
2𝑊𝑊𝑒𝑒 = 𝑄𝑄𝑒(𝜙𝜙𝑒,𝑒 + 𝜙𝜙𝑒,𝑒) + 𝑄𝑄𝑒(𝜙𝜙𝑒,𝑒 + 𝜙𝜙𝑒,𝑒) + 𝑄𝑄𝑒(𝜙𝜙𝑒,𝑒 + 𝜙𝜙𝑒,𝑒)

𝑊𝑊𝑒𝑒 =
1
2

(𝑄𝑄𝑒𝜙𝜙𝑒 + 𝑄𝑄𝑒𝜙𝜙𝑒 + 𝑄𝑄𝑒𝜙𝜙𝑒)；𝑊𝑊𝑒𝑒 =
1
2�
𝑖𝑖=𝑒

𝑒

𝑄𝑄𝑖𝑖𝜙𝜙𝑖𝑖
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静电场的能量、能量密度及电场力
静电场的能量和密度能量

静电场的能量

We = 1
2

∫
V

D⃗ · E⃗dV

静电场的能量密度

we = 1
2 D⃗ · E⃗

对于简单媒质

we = 1
2εE2 = D2

2ε
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静电场的能量、能量密度及电场力
用虚位移法求电场力

虚位移法的理论基础是能量守恒定律

∆Ws = ∆W + ∆We

∆Ws：外源供给系统的电场能量；
∆We：系统储能的能量；
∆W：导体或者系统填充的媒质因位移所做的机械功。

∆W = Fl∆l

Fl = ∂Ws

∂l
− ∂We

∂l
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虚位移法求电场力
导体所带电荷量不变

导体电荷量不变，则各导体未同外源连接，∆Ws = 0，则

Fl = −∂We

∂l
|Q = Const.

F⃗Q = −∇We

物理意义
在所有导体所带电荷量保持不变的情况下，某一导体或系统媒质沿某
方向受到的作用力大小，等于它沿此方向位移单位距离所引起的系统
电场能量的减少量。
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虚位移法求电场力
导体所带电荷量不变

在多导体系统中，导体 p 发生位移 dg 后, 其功能关系为
外源提供能量 = 静电能量增量 + 电场力所作功

dW = dWe + fdg

对常电荷系统，当右图开关 K 断开时：

0 = dWe + fdg ⇒ −fdg = dWe

f = ∂We

∂g
|qk=Const.

表示取消外源后，电场力作功必须
靠减少电场中静电能量来实现。

Figure 17: 多导体系统 (K 断开)
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虚位移法求电场力
导体的电位不变

1
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1

2

 |
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s i i
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n

e i i

i

e
l V const

W V Q

W V Q

W
F

l

=

=

=

D = D

D = D

¶
=

¶

å

å

V eF W= Ñ
uur

在所有导体电位不变的情况下，某一导体或系统填充媒质沿某个
方向受到作用力的大小，等于它沿此方向位移单位距离所引起的系统
电场能量的增量。
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虚位移法求电场力
导体的电位不变

常电位系统（K 闭合）后，外源提供能量的增量

Figure 18: 多导体系统 (K 闭合)

dW =
∑

φkdqk∑
φkdqk = 1

2
φkdqk + fdg

说明：外源提供的能量有一半用于静电能量的增量，另一半用于电场
力做功。

f = −∂We

∂g
|φk=Const.
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虚位移法求电场力
例 2.12

O

x

ε
0

a

ε
F

d

Figure 19: 例 2.12 题图：部分填充介质块的平行板电容器

宽度 a, 长度 l，板间距离 d。介质块：x，ε，空气 a − x，试计算介质
块单位面积受到的电场力。
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虚位移法求电场力
例 2.12
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虚位移法求电场力
例 2.12
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虚位移法求电场力
例 2.12

解：方法 III
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